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Vdaka zmene systému zo znamkovacieho na kreditové, bolo mozné zapisat
si ZAKLADY TEORIE PROGRAMOVANIA v troch po sebe iducich skolskych
rokoch. Treba mat na paméiti, Ze autori podielajici sa na tvorbe tohto
dokumentu, tento predmet aj tri krat zapisany mali. Z toho vyplyva, Ze urcite
nepatria k absoltutnym odbornikom na dant problematiku. Tento dokument
si vytvorili len pre svoju osobni potrebu ako uzito¢nti pomocku pri stadiu.

Dokument je len doplnkovym materidlom. V ziadnom pripade nemé sluzit
ako nahrada za dobré skripta alebo prednasku zo ZAKLADOV TEORIE PRO-
GRAMOVANIA. Autori nenest 7Ziadnu zodpovednost za pripadné chyby, prek-
lepy alebo nepresnosti, ale privitaja ich opravy ¢ vylepSenia. RozSirenie
dokumentu o dalsie priklady a poznamky je taktiez vitané.

Osobitné podakovanie patri LUBOMIROVI HOSTOVI za vytvorenie skvelého
pracovného a zostavovacieho ramca pre pracu so systémami LATEX a pdfTEX.
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Kapitola 1

Programové schémy

1.1 Standartné programové schémy

Priklad 1 Mame program P,. Zistite, ¢o program pocita a napiste jeho
schému.

Py : begin [y, ] :=[1,1]
1: if yo > o then goto end
20 [y, pel = [y + 1 (g + 1)
3: goto 1
end [z] := [y]

RieSenie 1 Po kratkej analyze je zrejmé, Ze program pocita [/x] (horna
celt ¢ast odmocniny ).

Schéma S, abstrakcia programu vzhladom na riadiace Strukttry, vyzera tak-
to:

S: begin [y1,ys] := [a1, as]
1: if p(ys, x) then goto end
2: [ylaZ/Z] = [fl(yl)af2(y1)]
3: goto 1
end [z] := [yi]

Priklad 2 Napiste interpretaciu [; tak, aby sme pomocou nej a predchadza-
jucej schémy S dostali povodny program Py, tj. aby platilo P, = (S, I ).
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I ilply,z) = y==
w(fily) = y+1
n(f2(y)) = (y+1)°

z'l(a,l) =1
il(a2> =1
D1 == N

Priklad 3 Né&jdite interpretaciu I, ktora spolu s predchadzajicou schémou
S vytvori program, ktory bude pocitat [logsx].

RieSenie 3 Interpretacia Iy = (Do, is):

L i(ply,z) = y=>u
io(fily)) = y+1
i2(fo(y)) = 2v*

iQ(CLl) =1
ig(ag) =0
Dy, = N

Pomocou prikladu sme si ukazali, Ze nad jednou schémou S mézu byt postavené
viaceré programy (S, 1), (S, I3) ... (S, I,) riesiace odlisné tlohy.

Priklad 4 Napiste historiu vypoctu pre program P, = (S, I3) s hodnotou
vstupnej premennej x = 7. Formalne sa ohodnotenie vstupnych premennych
zapisuje ako v[z «— T].

RieSenie 4 Je nutné si uvedomit, Ze historiu vypod¢tu mozeme zapisat vzhladom
na stavy vypoctu, ale taktiez vzhladom na konfiguracie. V naSom rieSeni
pouZijeme druhi mozZnost, tj. historiu vypoc¢tu vzhladom na konfiguracie.
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Priklad 5 Zostrojte Herbrandovské univerzum pre predchadzjicu schému

S.

RieSenie 5 Herbrandovo univerzum je mnoZzina retazcov symbolov zostro-
jenych zo vstupnych premennych a funkénych symbolov.

Riesenie zatneme tym, Ze zoberieme v8etky vstupné premenné schémy (v nasom
pripade vstupni premenni x) a vSetky pouzité konstanty (v nasom pripade
a; a CLQ).

L NCL IS ISR TR LS
r, a1, Qg

f)alej zoberieme funkcie f; a f5 a aplikujeme na vSetky dostupné termy, ktoré
doteraz reprezentuju konstanty a;, as a vstupna premenna .

7 fi(@)”,7 fi(ar)”,” fiag)”
" f2(2)”,7 fa(@r)”,” fa(az)”

Tymto krokom sa nam teraz rozsirila mnozina termov, takze uvedenym spo-
sobom aplikovania funkcii f; a fy na termy pokrac¢ujeme dalej.

fl(fl(ﬂﬂ)) ) f1(f1(@1))”>”fl(fl(az))”
" fi(f2(2)7,7 fi(fa(ar))”s
" fa(fi(2)",” fo(fi(ar))”s .
7 fo(fa(2))”,

Takto je mozné pokracovat do nekonec¢na. Uvedenym postupom sa teda da
zostavit mnozina retazcov Herbrandovského univerza vzhladom na prislusnu
schému. V nasom pripade je tato mnozina spojend so schémou S.

7

Ked blizsie preskimame schému S, zistime, ze napriklad term ” fi(f2(a2))
nemoze nikdy pocas behu vypoctu vzniknit. Napriek tomu sa v8ak v mnozine
Herbrandovského univerza nachadza.

Priklad 6 Schéma S sa zastavi prave vtedy, ked sa zastavi vypocet pre
kazdt Herbrandovi interpretaciu schémy Sf].

'Tde o zadanie domécej tlohy ¢islo 1 v roku 2003. RieSenie nie je overené, takze moze
byt a pravdepodobne aj je nepresné alebo nespravne.
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RieSenie 6

—: 7Z definicie vieme, Ze schéma S sa zastavi, ak pre kazdua interpretaciu [
sa zastavi program (S, I). Program P = (S, I) sa zastavi, ak pre kazdé
ohodnotenie v vstupnych premennych T je hodnota val(S, I, v) definovana.
Ku kazdej interpretacii I s ohodnotenim v existuje zladena Herbrandova in-
terpretacia. Kedze sme predpokladali, Ze schéma S sa zastavi, tj. vSetky
vypoclty na nej sa zastavia, zastavia sa aj prislusné zladené Herbrandové
interpretacie.

<=: Ku kazdej Herbrandovej interpretacii schémy S existuje interpretacia [
a ohodnotenie vstupnych premennych v, ktoré su s niou zladené. KedZe sme
predpokladali, Ze sa zastavania vSetky Herbrandové interpretacie, zastavia
sa aj vSetky ich zladené vypocty. Ak sa zastavia vSetky vypoc¢ty na schéme
S, zastavia sa aj vSetky programy. Ak sa zastavia vSetky programy (S, I),
potom sa aj schéma S zastavi.

1.2 Nerozhodnutelnost vlastnosti schém
Priklad 7 Mame danil schému S.

S begin  [y1,yo] := [a, d]
if p(y;) then goto end

o] = [f ()]
if p(y1) then goto end

[, 92] = [f (1), f(y1)]
if p(y;) then goto 7
goto end

if p(y2) then goto 4
goto 2

end [z]|:=[a]

0 3 O Ul i~ W N

Néajdite interpretaciu I; taku, ze program P, = (S, ;) diverguje.

RieSenie 7 Aby program divergoval, potrebujeme vytvorif veény cyklus,
¢ize zabezpecit beh programu bez dosiahnutia prikazu na navesti end . Smer
behu programu ovplyvihuju predikaty. Pre nas zamer bude vhodné, ak pre-
dikat p(z) bude davat napriklad takéto vysledky.

pla) = false
p(f(a)) = false
p(f(f(a))) = true
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Vzdy po vykonani prikazu na riadku 4 obsahuji premenné y; a y, rovnaké
hodnoty. Preto ak vysledok testu na riadku 5 bude ¢rue, potom bude true
aj vysledok testu na riadku 7. Pre veény cyklus teda stac¢i, aby este platila
nasledujica podmienka.

Vn >2: p(f*(a)) = true

Hladané interpretacia [; = (D;, i1) moZe potom vyzerat takto:
L i(p(x) = 2>2
i(f(r) = =41
il CL) =0
D1 - N

Priklad 8 Dokazte alebo vyvratte tvrdenie, Ze pre schému S z predchadza-
juceho prikladu, pre kazdi koneéni doménu D, a pre kazdy interpretacny
morfizmus ¢ plati, ze program P, = (S, (Ds, 1)) sa zastavi.

RieSenie 8 Tvrdenie neplati. Ak na kone¢nej doméne D, = {0, 1, 2}
upravime funkciu f tak, ze bude vstupny parameter inkrementovat najnajvys
po hodnotu 2, dostavame dokonca divergentny program £F,.

ia(p(x)) = =2
io(f(x)) = max(x+1,2)
iz CL) =0

Priklad 9 Rozhodnite, ¢i je problém dosiahnutelnosti prikazu v $tandartne;j
schéme rozhodnutelny. Svoje tvrdenie dokéaztef.

RieSenie 9 Problém nie je ani ¢iasto¢ne rozhodnutelny.

Dokaz vykoname sporom. Ak by bol problém rozhodnutelny alebo ¢iasto¢ne
rozhodnutelny, vedeli by sme rozhodnut alebo ¢iastno¢ne rozhodnut dosi-
ahnutelnost prikazu end . Problém dosiahnutelnosti prikazu end je ale
totozny s problémom divergencie. Ak je prikaz end dosiahnutelny, sché-
ma nie je divergentna. Cize pomocou dosiahnutelnosti prikazu end by sme
vedeli rozhodovat problém divergencie. Problém divergencie vSak nie je ani

?Ide o zadanie domécej tlohy ¢islo 2 v roku 2003. Riegenie nie je overené, takze moze
byt a pravdepodobne aj je nepresné alebo nespravne.
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¢iastocne rozhodnutelny a tak aj problém dosiahnutelnost koncového prikazu
end nie je ani ¢lasto¢ne rozhodnutelny.

KedZe dosiahnutelnost koncového prikazu nie je ani ¢iasto¢ne rozhodnutelny
problém, potom tiez dosiahnutel nost Tubovolného prikazu v Standartnej sché-
me nie je ani ¢iastoc¢ne rozhodnutelny problém.

1.3 Porovnavanie tried programovych schém
Priklad 10 Rozhodnite, ¢i je schéma S voIna.

St begin  [y1,yo] := [a, d]

if p(y;) then goto 4
1] == [f (y1)]

goto 1

if p(y2) then goto end
[y1, vl = [9(y1), f(y2)]
goto 4

end [z] := [y1]

SO W N~

RieSenie 10 Z definicie vieme, Ze schéma S je volna, ked pre kazdu cestu
vediicu zo zaciato¢ného prikazu existuje interpretacia I a ohodnotenie vstup-
nych premennych v také, ze vypocet (S, 1,v) sleduje tato cestu.

Schéma S reprezentuje dva cykly. Na zaciatku sa premenné y; a y» inicializu-
ju na rovnakd hodnotu. V prvom cykle sa iteruje podla y;, v druhom cykle
sa iteruje podla ys. V oboch pripadoch testuje ukoncenie cyklu predikat p
aplikovany na itera¢ni premennii. Takze oba cykly budt mat vzdy rovnaky
pocet opakovani.

To je ale v rozpore s volnostou schémy, pretoze nie si mozné vypocty, kde
pocet opakovani prvého cyklu nie je rovnaky ako pri druhom cykle. Takze
sa neda spravit napriklad 3-nésobné opakovanie prvého cyklu nasledované
2-nasobnym opakovanim cyklu druhého. Schéma S teda nie je volna.

Priklad 11 Mame dana Janovovu schému S.
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S: begin [y] =[]

[yl == [f(y)]

if p(y) then goto 6
[y] = [F(y)]

if p(y) then goto 6
goto 2

if ¢(y) then goto 8
goto 4

[yl == [f(y)]
end [z] := [y

O 1 O UL Wi -

Najdite ku schéme S ekvivalentnd volnt Janovovu schému S,. Schému
napiSte a strucne zdoévodnite, pre¢o je schéma S, volna a ekvivalentna so
schémou S.

RieSenie 11 RieSenim je schéma S,:
S, : begin [y] := [z]

if p(y) then goto 4
goto 1
if ¢(y) then goto 6
goto 5

] = [f(y)]
end [z] := [y

YOl W N~

VoInost: Ak predikat p(y) plati, tak sa uz dalej netestuje. Ak neplati, tak
pred dalsim testom toho istého predikdtu sa zmeni premenna y. Predikat
q(y) sa testuje len raz. Pre kazdu cestu existuje interpretécia I, a valuacia
v, taka, ze vypocet (S,, I,, v,) sleduje tito cestu, takze schéma je volna.

Ekvivalencia: Oproti povodnej schéme sme zmenili prikaz 7 : goto 4 na novy
prikaz 5 : goto 5. V povodnej schéme bol tento prikaz dosiahnutelny iba ak
na riadku 4 platil predikat p(y) a na riadku 6 neplatil predikat ¢(y), ¢oho
dosledkom bol opét skok na riadok 4 a rovnaké testy s rovnakymi hodnota-
mi, ¢ize vecny cyklus. Cyklusom 5 : goto 5 sme teda dosiahli ekvivalentnu
schému.

Taktiez sme vynechali podmienku na riadku 4, pretoze moze byt nahradena
ekvivalentnou podmienkou na riadku 2 povodnej schémy. Nakoniec sme zre-
dukovali prikazy na riadkoch 1 a 3 povodnej schémy, pretoze sa po malych
apravach novej schémy daji nahradit jednym prikazom.
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Priklad 12 Dana je Standardné schéma S.

S: begin [y] := 7]
1: if p(y) then goto end
2: if ¢(y) then goto 6
3: [yl = [1i(y)]
4: if p(y) then goto 2
5: goto end
6 : if p(y) then goto 10
70 [y = L)
8 : if ¢(y) then goto end
9: goto 1
10: [y] = [f3(y)]
11: goto 8
end [7] := [y]

Najdite ku schéme S ekvivalentnt volna schému S, f.

RieSenie 12 Riesenim je schéma S,.

S, : begin [y] := [z]
1: if p(y) then goto end
2: if ¢(y) then goto 6
3+ [yl = [fi(y)]
4 : if p(y) then goto 10
5: goto end
6: [y = L)
7: if ¢(y) then goto end
8 : if p(y) then goto end
9: goto 3
10 : if ¢(y) then goto 12
11: goto 3
12 [y] = [f3(y)]
13: goto 7
end [2] = [y]

Priklad 13 Mame dana Standartnt schému S.

31de o zadanie domécej tulohy &slo 3 v roku 2003. Rieenie nie je overené, takZe moze
byt a pravdepodobne aj je nepresné alebo nespravne.
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S: begin [y1,y0] = [z, 4]
1: if p(y;) then goto end
20 [y, yel = [f(v1), 9(y1, 92)]
3: goto 1l
end [z] := [y2]

Najdite ku schéme S ekvivalentni rekurzivnu schému R.

Riesenie 13 Ekvivalentnt rekurzivnu schému R zostrojime pomocou Stan-
dartného postupu. Navestia Standartnej schémy prepisujeme pomocou funkénych
premennych ¢; (simulécia toku riadenia) tak, aby v ich rekurzivnych defini-
ciach vektory vstupnych argumentov % zodpovedali vektorom pracovnych
premennych (simulécia zmenu stavu vypoctu).

oo(y1,92) = 2= ¢i(z,a)

¢1(y1,42) = if p(y1) then dc(y1,y2) else ¢a(y1, ya)
(y ) = ¢3(f( ) (yl,?JQ))

G3(y1,y2) = 1(y1,92)

cbe(yl,yQ) = Y

Jednoduchym dosadenim do funk¢nych premennych ¢; dosiahneme zjednoduse-
nie systému rekurzivnych definicii a vysledni schému R.

R: begin [y1,ys] := [z, d]
¢1(y1,y2) <= if p(y1) then y, else ¢1(f(y1), 9(y1,92))
end [z] 1= [¢1(7,a)]

Priklad 14 Mame dana rekurzivnu schému R.

R: begin [...]:=].]
¢(y) <= if p(y) then f(y) else h(¢(g(y)))
end [z] := [¢(a)]

Zistite, ¢i existuje k tejto schéme Standartna schéma S. V pripade, Ze exis-

tuje, najdite ju.

RieSenie 14 Vystupna premenna z schémy R je tvaru h" fg"(a), kde hod-
nota n vyjadruje hibku rekurzivneho vnorenia. V triede tandartnych schém
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S existuje schéma S ekvivalentna s R generujica vystupné premenné uve-

deného tvaru.

S : begin

@
=
o,

N O Ol W N~

[yla 92} = [afa G]
if p1(y1) then goto 4

(1] = [g9(y1)]
goto 1

] == [f ()]
if p(y2) then goto end

[y1, 2] == [A(y1), 9(y2)]
goto 5

[2] = [u]

Obsah pracovnych premennych [y;, yso] v prikaze begin bol [a, al, pred
riadkom 4 bol [¢"(a), al], po riadku 4 bol [f¢"(a), a] a nakoniec v prikaze end
bol obsah pracovnych premennych [A"fg"(a), ¢g"(a)]. Vystupnej premenne;
z sa priraduje hodnota y;, ktorej obsah je v Ziadanom tvare.
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Spravnost programov
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Kapitola 3

Sémantika programov
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