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V¤aka zmene systému zo známkovacieho na kreditové, bolo moºné zapísa´
si Základy teórie programovania v troch po sebe idúcich ²kolských
rokoch. Treba ma´ na pamäti, ºe autori podie©ajúci sa na tvorbe tohto
dokumentu, tento predmet aj tri krát zapísaný mali. Z toho vyplýva, ºe ur£ite
nepatria k absolútnym odborníkom na danú problematiku. Tento dokument
si vytvorili len pre svoju osobnú potrebu ako uºito£nú pomôcku pri ²túdiu.
Dokument je len doplnkovým materiálom. V ºiadnom prípade nemá slúºi´
ako náhrada za dobré skriptá alebo predná²ku zo Základov teórie pro-
gramovania. Autori nenesú ºiadnu zodpovednos´ za prípadné chyby, prek-
lepy alebo nepresnosti, ale privítajú ich opravy £i vylep²enia. Roz²írenie
dokumentu o ¤al²ie príklady a poznámky je taktieº vítané.

Osobitné po¤akovanie patrí �ubomírovi Hostovi za vytvorenie skvelého
pracovného a zostavovacieho rámca pre prácu so systémami LATEX a pdfTEX.

ii



Obsah

1 Programové schémy 2
1.1 �tandartné programové schémy . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Nerozhodnute©nos´ vlastností schém . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Porovnávanie tried programových schém . . . . . . . . . . . . 7

2 Správnos´ programov 12

3 Sémantika programov 13

Literatúra 14

1



Kapitola 1

Programové schémy

1.1 �tandartné programové schémy

Príklad 1 Máme program P1. Zistite, £o program po£íta a napí²te jeho
schému.

P1 : begin [y1, y2] := [1, 1]
1 : if y2 ≥ x then goto end
2 : [y1, y2] := [y1 + 1, (y1 + 1)2]
3 : goto 1

end [z] := [y1]

Rie²enie 1 Po krátkej analýze je zrejmé, ºe program po£íta d√xe (hornú
celú £as´ odmocniny x).
Schéma S, abstrakcia programu vzh©adom na riadiace ²truktúry, vyzerá tak-
to:

S : begin [y1, y2] := [a1, a2]
1 : if p(y2, x) then goto end
2 : [y1, y2] := [f1(y1), f2(y1)]
3 : goto 1

end [z] := [y1]

Príklad 2 Napí²te interpretáciu I1 tak, aby sme pomocou nej a predchádza-
júcej schémy S dostali pôvodný program P1, tj. aby platilo P1 = (S, I1).
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KAPITOLA 1. PROGRAMOVÉ SCHÉMY 3

Rie²enie 2 Interpretácia I1 = (D1, i1):

I1 : i1(p(y, x)) = y ≥ x
i1(f1(y)) = y + 1
i1(f2(y)) = (y + 1)2

i1(a1) = 1
i1(a2) = 1
D1 = N

Príklad 3 Nájdite interpretáciu I2, ktorá spolu s predchádzajúcou schémou
S vytvorí program, ktorý bude po£íta´ dlog2xe.
Rie²enie 3 Interpretácia I2 = (D2, i2):

I2 : i2(p(y, x)) = y ≥ x
i2(f1(y)) = y + 1
i2(f2(y)) = 2y+1

i2(a1) = 1
i2(a2) = 0
D2 = N

Pomocou príkladu sme si ukázali, ºe nad jednou schémou S môºu by´ postavené
viaceré programy (S, I1), (S, I2) . . . (S, In) rie²iace odli²né úlohy.
Príklad 4 Napí²te históriu výpo£tu pre program P2 = (S, I2) s hodnotou
vstupnej premennej x = 7. Formálne sa ohodnotenie vstupných premenných
zapisuje ako v[x ← 7].
Rie²enie 4 Je nutné si uvedomi´, ºe históriu výpo£tu môºeme zapísa´ vzh©adom
na stavy výpo£tu, ale taktieº vzh©adom na kon�gurácie. V na²om rie²ení
pouºijeme druhú moºnos´, tj. históriu výpo£tu vzh©adom na kon�gurácie.

[1, 1]begin
[1, 1]1
[2, 4]2
[2, 4]3
[2, 4]1
[3, 9]2
[3, 9]3
[3, 9]1
[3]end
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Príklad 5 Zostrojte Herbrandovské univerzum pre predchádzjúcu schému
S.

Rie²enie 5 Herbrandovo univerzum je mnoºina re´azcov symbolov zostro-
jených zo vstupných premenných a funk£ných symbolov.
Rie²enie za£neme tým, ºe zoberieme v²etky vstupné premenné schémy (v na²om
prípade vstupnú premennú x) a v²etky pouºité kon²tanty (v na²om prípade
a1 a a2).

”x”, ”a1”, ”a2”

�alej zoberieme funkcie f1 a f2 a aplikujeme na v²etky dostupné termy, ktoré
doteraz reprezentujú kon²tanty a1, a2 a vstupná premenná x.

”f1(x)”, ”f1(a1)”, ”f1(a2)”

”f2(x)”, ”f2(a1)”, ”f2(a2)”

Týmto krokom sa nám teraz roz²írila mnoºina termov, takºe uvedeným spô-
sobom aplikovania funkcií f1 a f2 na termy pokra£ujeme ¤alej.

”f1(f1(x))”, ”f1(f1(a1))”, ”f1(f1(a2))”
”f1(f2(x))”, ”f1(f2(a1))”, . . .
”f2(f1(x))”, ”f2(f1(a1))”, . . .
”f2(f2(x))”, . . .

Takto je moºné pokra£ova´ do nekone£na. Uvedeným postupom sa teda dá
zostavi´ mnoºina re´azcov Herbrandovského univerza vzh©adom na príslu²nú
schému. V na²om prípade je táto mnoºina spojená so schémou S.
Ke¤ bliº²ie preskúmame schému S, zistíme, ºe napríklad term ”f1(f2(a2))”
nemôºe nikdy po£as behu výpo£tu vzniknú´. Napriek tomu sa v²ak v mnoºine
Herbrandovského univerza nachádza.

Príklad 6 Schéma S sa zastaví práve vtedy, ke¤ sa zastaví výpo£et pre
kaºdú Herbrandovú interpretáciu schémy S1.

1Ide o zadanie domácej úlohy £islo 1 v roku 2003. Rie²enie nie je overené, takºe môºe
by´ a pravdepodobne aj je nepresné alebo nesprávne.
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Rie²enie 6
=⇒: Z de�nície vieme, ºe schéma S sa zastaví, ak pre kaºdú interpretáciu I
sa zastaví program (S, I). Program P = (S, I) sa zastaví, ak pre kaºdé
ohodnotenie v vstupných premenných x je hodnota val(S, I, v) de�novaná.
Ku kaºdej interpretácii I s ohodnotením v existuje zladená Herbrandová in-
terpretácia. Ke¤ºe sme predpokladali, ºe schéma S sa zastaví, tj. v²etky
výpo£ty na nej sa zastavia, zastavia sa aj príslu²né zladené Herbrandové
interpretácie.
⇐=: Ku kaºdej Herbrandovej interpretácii schémy S existuje interpretácia I
a ohodnotenie vstupných premenných v, ktoré sú s ¬ou zladené. Ke¤ºe sme
predpokladali, ºe sa zastavania v²etky Herbrandové interpretácie, zastavia
sa aj v²etky ich zladené výpo£ty. Ak sa zastavia v²etky výpo£ty na schéme
S, zastavia sa aj v²etky programy. Ak sa zastavia v²etky programy (S, I),
potom sa aj schéma S zastaví.

1.2 Nerozhodnute©nos´ vlastností schém

Príklad 7 Máme danú schému S.

S : begin [y1, y2] := [a, a]
1 : if p(y1) then goto end
2 : [y1] := [f(y1)]
3 : if p(y1) then goto end
4 : [y1, y2] := [f(y1), f(y1)]
5 : if p(y1) then goto 7
6 : goto end
7 : if p(y2) then goto 4
8 : goto 2

end [z] := [a]

Nájdite interpretáciu I1 takú, ºe program P1 = (S, I1) diverguje.
Rie²enie 7 Aby program divergoval, potrebujeme vytvori´ ve£ný cyklus,
£iºe zabezpe£i´ beh programu bez dosiahnutia príkazu na návestí end . Smer
behu programu ovplyv¬ujú predikáty. Pre ná² zámer bude vhodné, ak pre-
dikát p(x) bude dáva´ napríklad takéto výsledky.

p(a) = false
p(f(a)) = false

p(f(f(a))) = true
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Vºdy po vykonaní príkazu na riadku 4 obsahujú premenné y1 a y2 rovnaké
hodnoty. Preto ak výsledok testu na riadku 5 bude true, potom bude true
aj výsledok testu na riadku 7. Pre ve£ný cyklus teda sta£í, aby e²te platila
nasledujúca podmienka.

∀n ≥ 2 : p(fn(a)) = true

H©adaná interpretácia I1 = (D1, i1) môºe potom vyzera´ takto:

I1 : i1(p(x)) = x ≥ 2
i1(f(x)) = x+ 1

i1(a) = 0
D1 = N

Príklad 8 Dokáºte alebo vyvrá´te tvrdenie, ºe pre schému S z predchádza-
júceho príkladu, pre kaºdú kone£nú doménu D2 a pre kaºdý interpreta£ný
mor�zmus i platí, ºe program P2 = (S, (D2, i2)) sa zastaví.

Rie²enie 8 Tvrdenie neplatí. Ak na kone£nej doméne D2 = {0, 1, 2}
upravíme funkciu f tak, ºe bude vstupný parameter inkrementova´ najnajvý²
po hodnotu 2, dostávame dokonca divergentný program P2.

i2(p(x)) = x ≥ 2
i2(f(x)) = max(x+ 1, 2)

i2(a) = 0

Príklad 9 Rozhodnite, £i je problém dosiahnute©nosti príkazu v ²tandartnej
schéme rozhodnute©ný. Svoje tvrdenie dokáºte 2.

Rie²enie 9 Problém nie je ani £iasto£ne rozhodnute©ný.
Dôkaz vykonáme sporom. Ak by bol problém rozhodnute©ný alebo £iasto£ne
rozhodnute©ný, vedeli by sme rozhodnú´ alebo £iastno£ne rozhodnú´ dosi-
ahnute©nos´ príkazu end . Problém dosiahnute©nosti príkazu end je ale
totoºný s problémom divergencie. Ak je príkaz end dosiahnute©ný, sché-
ma nie je divergentná. �iºe pomocou dosiahnute©nosti príkazu end by sme
vedeli rozhodova´ problém divergencie. Problém divergencie v²ak nie je ani

2Ide o zadanie domácej úlohy £islo 2 v roku 2003. Rie²enie nie je overené, takºe môºe
by´ a pravdepodobne aj je nepresné alebo nesprávne.
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£iasto£ne rozhodnute©ný a tak aj problém dosiahnute©nos´ koncového príkazu
end nie je ani £iasto£ne rozhodnute©ný.
Ke¤ºe dosiahnute©nos´ koncového príkazu nie je ani £iasto£ne rozhodnute©ný
problém, potom tieº dosiahnute©nos´ ©ubovo©ného príkazu v ²tandartnej sché-
me nie je ani £iasto£ne rozhodnute©ný problém.

1.3 Porovnávanie tried programových schém

Príklad 10 Rozhodnite, £i je schéma S vo©ná.

S : begin [y1, y2] := [a, a]
1 : if p(y1) then goto 4
2 : [y1] := [f(y1)]
3 : goto 1
4 : if p(y2) then goto end
5 : [y1, y2] := [g(y1), f(y2)]
6 : goto 4

end [z] := [y1]

Rie²enie 10 Z de�nície vieme, ºe schéma S je vo©ná, ke¤ pre kaºdú cestu
vedúcu zo za£iato£ného príkazu existuje interpretácia I a ohodnotenie vstup-
ných premenných v také, ºe výpo£et (S, I, v) sleduje túto cestu.
Schéma S reprezentuje dva cykly. Na za£iatku sa premenné y1 a y2 inicializu-
jú na rovnakú hodnotu. V prvom cykle sa iteruje po¤la y1, v druhom cykle
sa iteruje pod©a y2. V oboch prípadoch testuje ukon£enie cyklu predikát p
aplikovaný na itera£nú premennú. Takºe oba cykly budú ma´ vºdy rovnaký
po£et opakovaní.
To je ale v rozpore s vo©nos´ou schémy, pretoºe nie sú moºné výpo£ty, kde
po£et opakovaní prvého cyklu nie je rovnaký ako pri druhom cykle. Takºe
sa nedá spravi´ napríklad 3-násobné opakovanie prvého cyklu nasledované
2-násobným opakovaním cyklu druhého. Schéma S teda nie je vo©ná.

Príklad 11 Máme danú Janovovu schému S.
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S : begin [y] := [x]
1 : [y] := [f(y)]
2 : if p(y) then goto 6
3 : [y] := [f(y)]
4 : if p(y) then goto 6
5 : goto 2
6 : if q(y) then goto 8
7 : goto 4
8 : [y] := [f(y)]

end [z] := [y]

Nájdite ku schéme S ekvivalentnú vo©nú Janovovu schému Sv. Schému
napí²te a stru£ne zdôvodnite, pre£o je schéma Sv vo©ná a ekvivalentná so
schémou S.
Rie²enie 11 Rie²ením je schéma Sv:

Sv : begin [y] := [x]
1 : [y] := [f(y)]
2 : if p(y) then goto 4
3 : goto 1
4 : if q(y) then goto 6
5 : goto 5
6 : [y] := [f(y)]

end [z] := [y]

Vo©nos´: Ak predikát p(y) platí, tak sa uº ¤alej netestuje. Ak neplatí, tak
pred ¤al²ím testom toho istého predikátu sa zmení premenná y. Predikát
q(y) sa testuje len raz. Pre kaºdú cestu existuje interpretácia Iv a valuácia
vv taká, ºe výpo£et (Sv, Iv, vv) sleduje túto cestu, takºe schéma je vo©ná.
Ekvivalencia: Oproti pôvodnej schéme sme zmenili príkaz 7 : goto 4 na nový
príkaz 5 : goto 5. V pôvodnej schéme bol tento príkaz dosiahnute©ný iba ak
na riadku 4 platil predikát p(y) a na riadku 6 neplatil predikát q(y), £oho
dôsledkom bol opä´ skok na riadok 4 a rovnaké testy s rovnakými hodnota-
mi, £iºe ve£ný cyklus. Cyklusom 5 : goto 5 sme teda dosiahli ekvivalentnú
schému.
Taktieº sme vynechali podmienku na riadku 4, pretoºe môºe by´ nahradená
ekvivalentnou podmienkou na riadku 2 pôvodnej schémy. Nakoniec sme zre-
dukovali príkazy na riadkoch 1 a 3 pôvodnej schémy, pretoºe sa po malých
úpravách novej schémy dajú nahradi´ jedným príkazom.
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Príklad 12 Daná je ²tandardná schéma S.

S : begin [y] := [x]
1 : if p(y) then goto end
2 : if q(y) then goto 6
3 : [y] := [f1(y)]
4 : if p(y) then goto 2
5 : goto end
6 : if p(y) then goto 10
7 : [y] := [f2(y)]
8 : if q(y) then goto end
9 : goto 1

10 : [y] := [f3(y)]
11 : goto 8

end [z] := [y]

Nájdite ku schéme S ekvivalentnú vo©nú schému Sv
3.

Rie²enie 12 Rie²ením je schéma Sv.

Sv : begin [y] := [x]
1 : if p(y) then goto end
2 : if q(y) then goto 6
3 : [y] := [f1(y)]
4 : if p(y) then goto 10
5 : goto end
6 : [y] := [f2(y)]
7 : if q(y) then goto end
8 : if p(y) then goto end
9 : goto 3

10 : if q(y) then goto 12
11 : goto 3
12 : [y] := [f3(y)]
13 : goto 7

end [z] := [y]

Príklad 13 Máme danú ²tandartnú schému S.
3Ide o zadanie domácej úlohy £islo 3 v roku 2003. Rie²enie nie je overené, takºe môºe

by´ a pravdepodobne aj je nepresné alebo nesprávne.
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S : begin [y1, y2] := [x, a]
1 : if p(y1) then goto end
2 : [y1, y2] := [f(y1), g(y1, y2)]
3 : goto 1

end [z] := [y2]

Nájdite ku schéme S ekvivalentnú rekurzívnu schému R.

Rie²enie 13 Ekvivalentnú rekurzívnu schému R zostrojíme pomocou ²tan-
dartného postupu. Návestia ²tandartnej schémy prepisujeme pomocou funk£ných
premenných φi (simulácia toku riadenia) tak, aby v ich rekurzívnych de�ní-
ciach vektory vstupných argumentov y zodpovedali vektorom pracovných
premenných (simulácia zmenu stavu výpo£tu).

φb(y1, y2) = z = φ1(x, a)
φ1(y1, y2) = if p(y1) then φe(y1, y2) else φ2(y1, y2)
φ2(y1, y2) = φ3(f(y1), g(y1, y2))
φ3(y1, y2) = φ1(y1, y2)
φe(y1, y2) = y2

Jednoduchým dosadením do funk£ných premenných φi dosiahneme zjednodu²e-
nie systému rekurzívnych de�nícií a výslednú schému R.

R : begin [y1, y2] := [x, a]
φ1(y1, y2)⇐= if p(y1) then y2 else φ1(f(y1), g(y1, y2))

end [z] := [φ1(x, a)]

Príklad 14 Máme danú rekurzívnu schému R.

R : begin [. . .] := [. . .]
φ(y)⇐= if p(y) then f(y) else h(φ(g(y)))

end [z] := [φ(a)]

Zistite, £i existuje k tejto schéme ²tandartná schéma S. V prípade, ºe exis-
tuje, nájdite ju.

Rie²enie 14 Výstupná premenná z schémy R je tvaru hnfgn(a), kde hod-
nota n vyjadruje h¨bku rekurzívneho vnorenia. V triede ²tandartných schém
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S existuje schéma S ekvivalentná s R generujúca výstupné premenné uve-
deného tvaru.

S : begin [y1, y2] := [a, a]
1 : if p1(y1) then goto 4
2 : [y1] := [g(y1)]
3 : goto 1
4 : [y1] := [f(y1)]
5 : if p(y2) then goto end
6 : [y1, y2] := [h(y1), g(y2)]
7 : goto 5

end [z] := [y1]

Obsah pracovných premenných [y1, y2] v príkaze begin bol [a, a], pred
riadkom 4 bol [gn(a), a], po riadku 4 bol [fgn(a), a] a nakoniec v príkaze end
bol obsah pracovných premenných [hnfgn(a), gn(a)]. Výstupnej premennej
z sa prira¤uje hodnota y1, ktorej obsah je v ºiadanom tvare.
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Správnos´ programov
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Sémantika programov
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