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V¤aka zmene systému zo známkovacieho na kreditové, bolo moºné zapísa´
si Základy teórie programovania v troch po sebe idúcich ²kolských
rokoch. Treba ma´ na pamäti, ºe autori podie©ajúci sa na tvorbe tohto
dokumentu, tento predmet aj tri krát zapísaný mali. Z toho vyplýva, ºe ur£ite
nepatria k absolútnym odborníkom na danú problematiku. Tento dokument
si vytvorili len pre svoju osobnú potrebu ako uºito£nú pomôcku pri ²túdiu.
Dokument je len doplnkovým materiálom. V ºiadnom prípade nemá slúºi´
ako náhrada za dobré skriptá alebo predná²ku zo Základov teórie pro-
gramovania. Autori nenesú ºiadnu zodpovednos´ za prípadné chyby, prek-
lepy alebo nepresnosti, ale privítajú ich opravy £i vylep²enia. Roz²írenie
dokumentu o ¤al²ie príklady a poznámky je taktieº vítané.

Osobitné po¤akovanie patrí �ubomírovi Hostovi za vytvorenie skvelého
pracovného a zostavovacieho rámca pre prácu so systémami LATEX a pdfTEX.
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Kapitola 1

Programové schémy

1.1 �tandardné programové schémy

Príklad 1 Máme program P1. Zistite, £o program po£íta a napí²te jeho
schému.

P1 : begin [y1, y2] := [1, 1]
1 : if y2 ≥ x then goto end
2 : [y1, y2] := [y1 + 1, (y1 + 1)2]
3 : goto 1

end [z] := [y1]

Rie²enie 1 Po krátkej analýze je zrejmé, ºe program po£íta d√xe (hornú
celú £as´ odmocniny x).
Schéma S, abstrakcia programu vzh©adom na riadiace ²truktúry, vyzerá tak-
to:

S : begin [y1, y2] := [a1, a2]
1 : if p(y2, x) then goto end
2 : [y1, y2] := [f1(y1), f2(y1)]
3 : goto 1

end [z] := [y1]

Príklad 2 Napí²te interpretáciu I1 tak, aby sme pomocou nej a predchádza-
júcej schémy S dostali pôvodný program P1, tj. aby platilo P1 = (S, I1).

2
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Rie²enie 2 Interpretácia I1 = (D1, i1):

I1 : i1(p(y, x)) = y ≥ x
i1(f1(y)) = y + 1
i1(f2(y)) = (y + 1)2

i1(a1) = 1
i1(a2) = 1
D1 = N

Príklad 3 Nájdite interpretáciu I2, ktorá spolu s predchádzajúcou schémou
S vytvorí program, ktorý bude po£íta´ dlog2xe.
Rie²enie 3 Interpretácia I2 = (D2, i2):

I2 : i2(p(y, x)) = y ≥ x
i2(f1(y)) = y + 1
i2(f2(y)) = 2y+1

i2(a1) = 1
i2(a2) = 0
D2 = N

Pomocou príkladu sme si ukázali, ºe nad jednou schémou S môºu by´ postavené
viaceré programy (S, I1), (S, I2) . . . (S, In) rie²iace odli²né úlohy.
Príklad 4 Napí²te históriu výpo£tu pre program P2 = (S, I2) s hodnotou
vstupnej premennej x = 7. Formálne sa ohodnotenie vstupných premenných
zapisuje ako v[x ← 7].
Rie²enie 4 Je nutné si uvedomi´, ºe históriu výpo£tu môºeme zapísa´ vzh©a-
dom na stavy výpo£tu, ale taktieº vzh©adom na kon�gurácie. V na²om rie²ení
pouºijeme druhú moºnos´, tj. históriu výpo£tu vzh©adom na kon�gurácie.

[1, 1]begin
[1, 1]1
[2, 4]2
[2, 4]3
[2, 4]1
[3, 9]2
[3, 9]3
[3, 9]1
[3]end
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Príklad 5 Zostrojte Herbrandové univerzum pre predchádzajúcu schému S.

Rie²enie 5 Herbrandovo univerzum je mnoºina re´azcov symbolov zostro-
jených zo vstupných premenných a funk£ných symbolov.
Rie²enie za£neme tým, ºe zoberieme v²etky vstupné premenné schémy (v na-
²om prípade vstupnú premennú x) a v²etky pouºité kon²tanty (v na²om
prípade a1 a a2).

”x”, ”a1”, ”a2”

�alej zoberieme funkcie f1 a f2 a aplikujeme na v²etky dostupné termy, ktoré
doteraz reprezentujú kon²tanty a1, a2 a vstupná premenná x.

”f1(x)”, ”f1(a1)”, ”f1(a2)”

”f2(x)”, ”f2(a1)”, ”f2(a2)”

Týmto krokom sa nám teraz roz²írila mnoºina termov, takºe uvedeným spô-
sobom aplikovania funkcií f1 a f2 na termy pokra£ujeme ¤alej.

”f1(f1(x))”, ”f1(f1(a1))”, ”f1(f1(a2))”
”f1(f2(x))”, ”f1(f2(a1))”, . . .
”f2(f1(x))”, ”f2(f1(a1))”, . . .
”f2(f2(x))”, . . .

Takto je moºné pokra£ova´ do nekone£na. Uvedeným postupom sa teda dá
zostavi´ mnoºina re´azcov Herbrandového univerza vzh©adom na príslu²nú
schému. V na²om prípade je táto mnoºina spojená so schémou S.
Ke¤ bliº²ie preskúmame schému S, zistíme, ºe napríklad term ”f1(f2(a2))”
nemôºe nikdy po£as behu výpo£tu vzniknú´. Napriek tomu sa v²ak v mnoºine
Herbrandového univerza nachádza.

Príklad 6 Schéma S sa zastaví práve vtedy, ke¤ sa zastaví výpo£et pre
kaºdú Herbrandovú interpretáciu schémy S1.

1Ide o zadanie domácej úlohy £islo 1 v roku 2003. Rie²enie nie je overené, takºe môºe
by´ a pravdepodobne aj je nepresné alebo nesprávne.
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Rie²enie 6
=⇒: Z de�nície vieme, ºe schéma S sa zastaví, ak pre kaºdú interpretáciu I
sa zastaví program (S, I). Program P = (S, I) sa zastaví, ak pre kaºdé
ohodnotenie v vstupných premenných x je hodnota val(S, I, v) de�novaná.
Ke¤ºe sme predpokladali, ºe schéma S sa zastaví, tj. v²etky výpo£ty na nej
sa zastavia, zastavia sa aj v²etky výpo£ty s Herbrandovými interpretáciami.
⇐=: Musíme dokáza´, ºe výpo£et sa zastaví pre ©ubovo©nú interpretáciu I a
©ubovolné ohodnotenie v vstupných premenných x. Ku kaºdej dvojici I a v
existuje s nimi zladená Herbrandová interpretácia IH . Z predpokladu sa ale
výpo£et pre IH zastaví, takºe sa musí zastavi´ aj výpo£et (S, I, v). Ak sa
zastavia v²etky výpo£ty na schéme S, zastavia sa aj v²etky programy (S, I).
Ak sa zastavia v²etky programy, potom sa aj schéma S zastaví.

1.2 Nerozhodnute©nos´ vlastností schém

Príklad 7 Máme danú schému S.

S : begin [y1, y2] := [a, a]
1 : if p(y1) then goto end
2 : [y1] := [f(y1)]
3 : if p(y1) then goto end
4 : [y1, y2] := [f(y1), f(y1)]
5 : if p(y1) then goto 7
6 : goto end
7 : if p(y2) then goto 4
8 : goto 2

end [z] := [a]

Nájdite interpretáciu I1 takú, ºe program P1 = (S, I1) diverguje.

Rie²enie 7 Aby program divergoval, potrebujeme vytvori´ ve£ný cyklus,
£iºe zabezpe£i´ beh programu bez dosiahnutia príkazu na návestí end. Smer
behu programu ovplyv¬ujú predikáty. Pre ná² zámer bude vhodné, ak pre-
dikát p(x) bude dáva´ napríklad takéto výsledky.

p(a) = false
p(f(a)) = false

p(f(f(a))) = true
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Vºdy po vykonaní príkazu na riadku 4 obsahujú premenné y1 a y2 rovnaké
hodnoty. Preto ak výsledok testu na riadku 5 bude true, potom bude true
aj výsledok testu na riadku 7. Pre ve£ný cyklus teda sta£í, aby e²te platila
nasledujúca podmienka.

∀n ≥ 2 : p(fn(a)) = true

H©adaná interpretácia I1 = (D1, i1) môºe potom vyzera´ takto:

I1 : i1(p(x)) = x ≥ 2
i1(f(x)) = x+ 1

i1(a) = 0
D1 = N

Príklad 8 Dokáºte alebo vyvrá´te tvrdenie, ºe pre schému S z predchádza-
júceho príkladu, pre kaºdú kone£nú doménu D2 a pre kaºdý interpreta£ný
mor�zmus i platí, ºe program P2 = (S, (D2, i2)) sa zastaví.

Rie²enie 8 Tvrdenie neplatí. Ak na kone£nej doméne D2 = {0, 1, 2}
upravíme funkciu f tak, ºe bude vstupný parameter inkrementova´ najnajvý²
po hodnotu 2, dostávame dokonca divergentný program P2.

i2(p(x)) = x ≥ 2
i2(f(x)) = min(x+ 1, 2)

i2(a) = 0

Príklad 9 Rozhodnite, £i je problém dosiahnute©nosti príkazu v ²tandardnej
schéme rozhodnute©ný. Svoje tvrdenie dokáºte 2.

Rie²enie 9 Problém je £iasto£ne rozhodnute©ný.

1. Nie je (úplne) rozhodnute©ný.
Sporom. Predpokladajme, ºe je problém rozhodnute©ný. Potom vieme
rozhodnú´ aj to, £i je dosiahnute©ný príkaz end. Takto by sme ale
vedeli rozhodova´ divergenciu schémy a to nasledovným spôsobom:

2Ide o zadanie domácej úlohy £islo 2 v roku 2003. Rie²enie nie je overené, takºe môºe
by´ a pravdepodobne aj je nepresné alebo nesprávne.
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� ak je end dosiahnute©ný, tak schéma nie je divergentná,
� ak end dosiahnute©ný nie je, tak schéma je divergentná.

2. Je £iasto£ne rozhodnute©ný.
Zostrojíme procedúru, ktorá povie, ºe je príkaz dosiahnute©ný ak je
príkaz dosiahnute©ný. Ak je príkaz nedosiahnute©ný procedúra povie, ºe
je príkaz nedosiahnute©ný alebo nepovie ni£ (bude beºa´ donekone£na).
Procedúra simuluje výpo£ty programov na schéme reprezentovanej stro-
mom. Pri predikátoch existujú dve hrany, inde je hrana len jedna. �iºe
vrcholmi stromu s dvomi hranami sú miesta v schéme, kde sa testujú
predikáty (if . . . then . . .). Kore¬om stromu je návestie begin.
Strom preh©adávame do ²írky, tj. po rozdelení sledujeme v²etky vetvy
stromu sú£asne. Výpo£et sa rozdelí na n ciest, ale n je vºdy kone£né
£íslo. Koniec behu procedúry môºe nasta´ v dvoch moºných prípadoch.
a. V niektorej z ciest prídeme na príkaz, ktorého dosiahnute©nos´

sme chceli zisti´. Odpovieme, ºe príkaz je dosiahnute©ný (aspo¬
jednou interpretáciou a vstupným ohodnotením).

b. V²etkých n ciest sa dostane do príkazu end pri£om ani jedna
nepre²la h©adaným príkazom. Odpovieme, ºe príkaz nie je do-
siahnute©ný ani jednou interpretáciou s ©ubovo©nými vstupnými
hodnotami.

V prípade, ºe daný príkaz nie je dosiahnute©ný a v programe sa vysky-
tuje cyklus, na²a procedúra nikdy neskon£í.

Príklad 10 Uvaºujme triedu dosiahnute©ných schém D. Je príslu²nos´ sché-
my k triede D rozhodnute©ný problém? Svoje tvrdenie zdôvodnite.

Rie²enie 10 Problém je £iasto£ne rozhodnute©ný.
Z de�nície vieme, ºe dosiahnute©ná schéma obsahuje iba dosiahnute©né prí-
kazy. Pre kaºdý príkaz v dosiahnute©nej schéme existuje interpretácia, pri
ktorej sa príkaz vykoná.
V predchádzajúcom príklade sme dokázali, ºe problém dosiahnute©nosti prí-
kazu je £iasto£ne rozhodnute©ný. V na²ej procedúre, ktorá bude skúma´
príslu²nos´ schémy k triede D, sa rovnakým spôsobom sú£asne opýtame na
dosiahnute©nos´ v²etkých príkazov schémy.
Mnoºina príkazov schémy je kone£ná, takºe sa v kone£nom £ase dozvieme, ºe:
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� bu¤ v²etky príkazy schémy sú dosiahnute©né, potom je aj schéma do-
siahnute©ná a teda patrí do triedy D,

� alebo existuje príkaz, ktorý nie je dosiahnute©ný, potom aj schéma nie
je dosiahnute©ná a teda nepatrí do triedy D,

� alebo sa beh procedúry neskon£í a v tomto prípade schéma taktieº
nepatrí do triedy D.

Príklad 11 Uvaºujme triedu ²trukturovaných schém W . Je problém diver-
gencie pre ²truktúrované schémy rozhodnute©ný? Svoje tvrdenie zdôvodnite.

Rie²enie 11 Problém je rozhodnute©ný.
�truktúrované schémy obsahujú iba riadiace ²truktúry if a while a neob-
sahujú riadiacu ²truktúru goto. Pre kaºdú ²truktúrovanú schému sa dá
vytvori´ interpretácia taká, ºe pokia© návestie end existuje, tak bude dosiah-
nuté. Kon²trukcia interpretácie je triviálna � výsledkom kaºdého predikátu
pouºitého v riadiacej ²truktúre while musí by´ false.
Z toho ale vyplýva, ºe neexistuje divergentná ²truktúrovaná schéma taká, ºe
obsahuje návestie end. Naopak, ak schéma návestie end neobsahuje, tak
je ur£ite divergentná. Preto je problém divergencie na W rozhodnute©ný.
Odpove¤ou pre kaºdú ²truktúrovanú schému je, ºe schéma je divergentná ak
neobsahuje návestie end, inak nie je divergentná.

1.3 Porovnávanie tried programových schém

Príklad 12 Rozhodnite, £i je schéma S vo©ná.

S : begin [y1, y2] := [a, a]
1 : if p(y1) then goto 4
2 : [y1] := [f(y1)]
3 : goto 1
4 : if p(y2) then goto end
5 : [y1, y2] := [g(y1), f(y2)]
6 : goto 4

end [z] := [y1]
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Rie²enie 12 Z de�nície vieme, ºe schéma S je vo©ná, ke¤ pre kaºdú cestu
vedúcu zo za£iato£ného príkazu existuje interpretácia I a ohodnotenie vstup-
ných premenných v také, ºe výpo£et (S, I, v) sleduje túto cestu.
Schéma S reprezentuje dva cykly. Na za£iatku sa premenné y1 a y2 inicializu-
jú na rovnakú hodnotu. V prvom cykle sa iteruje po¤la y1, v druhom cykle
sa iteruje pod©a y2. V oboch prípadoch testuje ukon£enie cyklu predikát p
aplikovaný na itera£nú premennú. Takºe oba cykly budú ma´ vºdy rovnaký
po£et opakovaní.
To je ale v rozpore s vo©nos´ou schémy, pretoºe nie sú moºné výpo£ty, kde
po£et opakovaní prvého cyklu nie je rovnaký ako pri druhom cykle. Takºe
sa nedá spravi´ napríklad 3-násobné opakovanie prvého cyklu nasledované
2-násobným opakovaním cyklu druhého. Schéma S teda nie je vo©ná.

Príklad 13 Máme danú Janovovu schému S.

S : begin [y] := [x]
1 : [y] := [f(y)]
2 : if p(y) then goto 6
3 : [y] := [f(y)]
4 : if p(y) then goto 6
5 : goto 2
6 : if q(y) then goto 8
7 : goto 4
8 : [y] := [f(y)]

end [z] := [y]

Nájdite ku schéme S ekvivalentnú vo©nú Janovovu schému Sv. Schému
napí²te a stru£ne zdôvodnite, pre£o je schéma Sv vo©ná a ekvivalentná so
schémou S.

Rie²enie 13 Rie²ením je schéma Sv.

Sv : begin [y] := [x]
1 : [y] := [f(y)]
2 : if p(y) then goto 4
3 : goto 1
4 : if q(y) then goto 6
5 : goto 5
6 : [y] := [f(y)]

end [z] := [y]
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Vo©nos´: Ak predikát p(y) platí, tak sa uº ¤alej netestuje. Ak neplatí, tak
pred ¤al²ím testom toho istého predikátu sa zmení premenná y. Predikát
q(y) sa testuje len raz. Pre kaºdú cestu existuje interpretácia Iv a valuácia
vv taká, ºe výpo£et (Sv, Iv, vv) sleduje túto cestu, takºe schéma je vo©ná.
Ekvivalencia: Oproti pôvodnej schéme sme zmenili príkaz 7 : goto 4 na nový
príkaz 5 : goto 5. V pôvodnej schéme bol tento príkaz dosiahnute©ný iba ak
na riadku 4 platil predikát p(y) a na riadku 6 neplatil predikát q(y), £oho
dôsledkom bol opä´ skok na riadok 4 a rovnaké testy s rovnakými hodnotami,
£iºe ve£ný cyklus. Cyklusom 5 : goto 5 sme teda dosiahli ekvivalentnú
schému.
Taktieº sme vynechali podmienku na riadku 4, pretoºe môºe by´ nahradená
ekvivalentnou podmienkou na riadku 2 pôvodnej schémy. Nakoniec sme zre-
dukovali príkazy na riadkoch 1 a 3 pôvodnej schémy, pretoºe sa po malých
úpravách novej schémy dajú nahradi´ jedným príkazom.

Príklad 14 Daná je ²tandardná schéma S.

S : begin [y] := [x]
1 : if p(y) then goto end
2 : if q(y) then goto 6
3 : [y] := [f1(y)]
4 : if p(y) then goto 2
5 : goto end
6 : if p(y) then goto 10
7 : [y] := [f2(y)]
8 : if q(y) then goto end
9 : goto 1

10 : [y] := [f3(y)]
11 : goto 8
end [z] := [y]

Nájdite ku schéme S ekvivalentnú vo©nú schému Sv
3.

Rie²enie 14 Rie²ením je schéma Sv.
3Ide o zadanie domácej úlohy £islo 3 v roku 2003. Rie²enie nie je overené, takºe môºe

by´ a pravdepodobne aj je nepresné alebo nesprávne.
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Sv : begin [y] := [x]
1 : if p(y) then goto end
2 : if q(y) then goto 6
3 : [y] := [f1(y)]
4 : if p(y) then goto 10
5 : goto end
6 : [y] := [f2(y)]
7 : if q(y) then goto end
8 : if p(y) then goto end
9 : goto 3

10 : if q(y) then goto 12
11 : goto 3
12 : [y] := [f3(y)]
13 : goto 7
end [z] := [y]

Schému Sv sme na²li pomocou vytvorenia vývojového diagramu pôvodnej
schémy S a jeho následných modi�kácií vedúcich k zvo©neniu pri zachovaní
ekvivalencie. Tento postup je ²tandardný. Nedoporu£uje sa písa´ programový
kód výslednej schémy priamo4.

Príklad 15 Máme danú ²tandardnú schému S.

S : begin [y1, y2] := [x, a]
1 : if p(y1) then goto end
2 : [y1, y2] := [f(y1), g(y1, y2)]
3 : goto 1

end [z] := [y2]

Nájdite ku schéme S ekvivalentnú rekurzívnu schému R.

Rie²enie 15 Ekvivalentnú rekurzívnu schému R zostrojíme pomocou ²tan-
dardného postupu. Návestia ²tandardnej schémy prepisujeme pomocou fun-
k£ných premenných φi (simulácia toku riadenia) tak, aby v ich rekurzívnych
de�níciach vektory vstupných argumentov y zodpovedali vektorom pracov-
ných premenných (simulácia zmenu stavu výpo£tu).

4preto¹e to ide naozaj len ve©mi ´aºko
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φb(y1, y2) = z = φ1(x, a)
φ1(y1, y2) = if p(y1) then φe(y1, y2) else φ2(y1, y2)
φ2(y1, y2) = φ3(f(y1), g(y1, y2))
φ3(y1, y2) = φ1(y1, y2)
φe(y1, y2) = y2

Jednoduchým dosadením do funk£ných premenných φi dosiahneme zjednodu²e-
nie systému rekurzívnych de�nícií a výslednú schému R.

R : begin [y1, y2] := [x, a]
φ1(y1, y2)⇐= if p(y1) then y2 else φ1(f(y1), g(y1, y2))

end [z] := [φ1(x, a)]

Príklad 16 Daná je ²tandardná schéma S.

S : begin [y] := [x]
1 : if p(y) then goto end
2 : [y] := [f(y)]
3 : if q(y) then [y] := [g(y)]
4 : if p(y) then goto 2
5 : goto 1

end [z] := [y]

Nájdite rekurzívnu schému R, ktorá je ekvivalentná so schémou S. Upravte
nájdenú schému tak, aby mala minimálny po£et funk£ných premenných 5.
Rie²enie 16 Ke¤ºe ide o úlohu rovnakého typu ako v predchádzajúcom
príklade, aj ná² postup bude obdobný. Najskôr vytvoríme základnú sústavu
rekurzívnych de�nícií.

φb(y) = z = φ1(x)
φ1(y) = if p(y) then φe(y) else φ3(f(y))
φ2(y) = φ3(f(y))
φ3(y) = if q(y) then φ4(g(y)) else φ4(y)
φ4(y) = if p(y) then φ2(y) else φ5(y)
φ5(y) = φ1(y)
φe(y) = y

Minimálny po£et fun£ných premenných dosiahneme nasledovnými krokmi:
5Ide o zadanie domácej úlohy £islo 4 v roku 2003. Rie²enie nie je overené, takºe môºe

by´ a pravdepodobne aj je nepresné alebo nesprávne.
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� Zru²ením φ2 a dosadením φ3 na príslu²né miesta vo φ1 a φ4.
� Zru²ením φe a dosadením y na príslu²né miesto vo φ1.
� Zru²ením φ5 a dosadením φ1 na príslu²né miesto vo φ4.
� Zru²ením φ4 a dosadením príkazu if na príslu²né miesta vo φ3.

Po týchto úpravách dostávame výslednú rekurzívnu schému R, ktorá je ek-
vivalentá so schémou S.

R : begin [y] := [x]
φ1(y)⇐= if p(y) then y

else φ3(f(y))
φ3(y)⇐= if q(y) then if p(g(y)) then φ3(f(g(y)))

else φ1(g(y))
else if p(y) then φ3(f(y))

else φ1(y)
end [z] := [φ1(x)]

Príklad 17 Máme danú ²tandardnú schému S.

S : begin [y] := [x]
1 : [y] := [f(y)]
2 : if p(y) then goto 5
3 : [y] := [g(y)]
4 : goto 1
5 : if p(y) then [y] := [h(y)]
6 : if p(y) then goto end
7 : goto 5

end [z] := [y]

Nájdite ku schéme S ekvivalentnú rekurzívnu schému R.

Rie²enie 17 Do tretice je uvedený príklad rovnakého typu, tj. úloha na
prevod ²tandardnej schémy do rekurzívnej. Tentoraz v²ak iba s výslednou
podobou rekurzívnej schémy. �itate© si tak môºe aspo¬ porovna´ výsledok.
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R : begin [y] := [x]
φ1(y)⇐= if p(f(y)) then φ5(f(y))

else φ1(g(f(y)))
φ5(y)⇐= if p(y) then if q(h(y)) then h(y)

else φ5(h(y))
else if q(y) then y

else φ5(y)
end [z] := [φ1(x)]

Príklad 18 Máme danú rekurzívnu schému R.

R : begin [. . .] := [. . .]
φ(y)⇐= if p(y) then f(y) else h(φ(g(y)))

end [z] := [φ(a)]

Zistite, £i existuje k tejto schéme ²tandardná schéma S. V prípade, ºe exis-
tuje, nájdite ju.

Rie²enie 18 �tandardným postupom h©adania ekvivalentnej rekurzívnej sché-
my k ²tandardnej schéme je:

1. Zisti´ akého tvaru je výstupná premenná rekurzívnej schémy a rozhod-
nú´, £i môºe existova´ ²tandardná schéma dávajúca rovnaké výsledky.

2. V prípade kladnej odpovede v predchádzajúcom bode uº ostáva iba túto
schému nájs´. V mnohých prípadoch to ide, nie v²ak vo v²eobecnosti.

Výstupná premenná z schémy R je tvaru hnfgn(a), kde hodnota n vyjadru-
je h¨bku rekurzívneho vnorenia. V triede ²tandardných schém S existuje
schéma S ekvivalentná s R generujúca výstupné premenné uvedeného tvaru.

S : begin [y1, y2] := [a, a]
1 : if p1(y1) then goto 4
2 : [y1] := [g(y1)]
3 : goto 1
4 : [y1] := [f(y1)]
5 : if p(y2) then goto end
6 : [y1, y2] := [h(y1), g(y2)]
7 : goto 5

end [z] := [y1]
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Obsah pracovných premenných [y1, y2] v príkaze begin bol [a, a], pred
riadkom 4 bol [gn(a), a], po riadku 4 bol [fgn(a), a] a nakoniec v príkaze end
bol obsah pracovných premenných [hnfgn(a), gn(a)]. Výstupnej premennej z
sa prira¤uje hodnota y1, ktorej obsah je v ºiadanom tvare.

Príklad 19 Uvaºujme triedu vo©ných schém V , triedu rekurzívnych schém R
a triedu dosiahnute©ných schém D. Sformulujte a zdôvodnite vz´ahy medzi
uvedenými triedami schém a triedou ²tandardných schém S na základe relácií
podtrieda ⊆, preloºite©ná trieda v a efektívne preloºite©ná trieda E.

Rie²enie 19
S, V � porovnanie tried ²truktúrovaných a vo©ných schém

S /⊆ V Existuje ²tandardná schéma, ktorá nie je vo©ná.
S /v V Vo v²eobecnosti neexistuje postup, pomocou ktorého sa dá spravi´ ek-

vivalentná vo©ná schéma ku kaºdej ²tandardnej schéme, aj ke¤ v mno-
hých prípadoch to ide. Pre kontrapríklad pozri tvrdenie D /v V .

S /E V Priamo vyplýva z tvrdenia S /v V .

V ⊆ S, V v S, V E S
Tvrdenia sú zrejmé, vyplývajú priamo z de�nícií.

S, R � porovnanie tried ²truktúrovaných a rekurzívnych schém

S /⊆ R Ide o syntakticky odli²né schémy, takºe principiálne nemôºu by´ nav-
zájom podtriedami.

S v R �tandardná schéma sa dá previes´ na ekvivalentnú rekurzívnu schému.
S E R Existuje ²tandardný postup, pomocou ktorého sa dá previes´ ²tandard-

ná schéma na ekvivalentú rekurzívnu. Nieko©ko ukáºok sa nachádza aj
v tejto zbierke príkladov.

R /⊆ S Ide o syntakticky odli²né schémy, takºe principiálne nemôºu by´ nav-
zájom podtriedami.

R /v S Existuje rekurzívna schéma ku ktorej neexistuje ekvivalentná ²tandard-
ná schéma. V niektorých prípadoch sa v²ak rekurzívna schéma dá pre-
vies´ na ekvivalentú ²tandardnú (viz. napríklad úlohu v tejto zbierke).
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R /E S Priamo vyplýva z tvrdenia R /v S.

S, D � porovnanie tried ²truktúrovaných a dosiahnute©ných schém

S /⊆ D Existuje ²tandartná schém, ktorá nie je dosiahnute©ná. Kontraprík-
ladom je schéma obsahujúca jeden alebo viac komponetov nesúvislosti
(tzv. ostrov£eky).

S v D Odstránením komponentov nesúvislosti zo ²tandartnej schémy sa stane
schéma dosiahnute©nou.

S /E D Odstra¬ovanie komponetov nesúvislosti v²ak nemôºe ís´ spravi´ efek-
tívne. Ak by to i²lo, vedeli by sme rozhodova´ divergenciu ²tandart-
ných schém. Kaºdú schému z triedy S by sme previedli na ekvivateltnú
schému z triedy D a spýtali sa na dosiahnute©nos´ návestia end.

D ⊆ S, D v S, D E S
Tvrdenia sú zrejmé, vyplývajú priamo z de�nícií.

Príklad 20 Uvaºujme triedu dosiahnute©ných schém D, triedu priechod-
ných schém P a triedu Janovových schém J . Sformulujte a zdôvodnite
vz´ahy medzi uvedenými triedami schém a triedou vo©ných schém V na zák-
lade relácií podtrieda ⊆, preloºite©ná trieda v a efektívne preloºite©ná trie-
da E.

Rie²enie 20
V , D � porovnanie tried vo©ných a dosiahnute©ných schém

V /⊆ D Komponenty nesúvislosti neodporujú vo©nosti, nako©ko do nich nevedie
cesta zo za£iatku schémy. Odporujú v²ak dosiahnute©nosti schémy.
Preto existuje schéma, ktorá je vo©ná, ale nie je dosiahnute©ná.

V v D Vyplýva z tvrdení V ⊆ S ∧ S v D.
V E D Ke¤ºe vo©né schémy sú orientované grafy a na orientovaných grafoch

existuje algoritmus odstra¬ujúci komponenty nesúvislosti, potom sa
dá kaºdá vo©ná schéma efektívne preloºi´ do ekvivalentnej priechodnej
schémy. Algoritmus je lineárny vzh©adom na po£et hrán a kvadratický
vzh©adom na po£et príkazov schémy.
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D /⊆ V Existuje dosiahnute©ná schéma, ktorá nie je vo©ná.
i : if p(y) then goto i+ 2

i+ 1 : if p(y) then goto i+ 3
i+ 2 : [y] := [y]
i+ 3 : . . .

V²etky príkazy v na£rtnutej £asti schémy sú dosiahnute©né, ale cesta
z i+ 1 do i+ 3 nie je vo©ná.

D /v V Existuje dosiahnute©ná schéma, ktorá sa nedá previes´ na vo©nú. Prík-
ladom môºe by´ napríklad nasledujúca schéma s dvojitým cyklusom dá-
vajúca na výstupe fngn(a), kde n je po£et opakovaní prvého a druhého
cyklu.

begin [y1, y2] := [a, a]
1 : if p(y1) then goto 4
2 : [y1] := [f(y1)]
3 : goto 1
4 : if p(y2) then goto end
5 : [y1, y2] := [g(y1), f(y2)]
6 : goto 4

end [z] := [y1]

D /E V Priamo vyplýva z tvrdenia D /v V .

V , P � porovnanie tried vo©ných a priechodných schém

V /⊆ P Existuje vo©ná schéma, ktorá nie je priechodná. Inkriminovaná schéma
obsahuje také komponenty nesúvislosti, ktoré neodporujú vo©nosti, ale
odporujú priechodnosti schémy.

V v P Odstránením komponentov nesúvislosti vo©nej schémy dostávame ekvi-
valentnú priechodnú schému.

V E P Analogicky ako dôkaz tvrdenia V E D. Je nutné najdenie komponen-
ty súvislosti orientovaného grafu s vrcholom begin reprezentujúceho
vo©nú schému a odstránenie ostatných komponentov nesúvislosti.

P /⊆ V Existuje priechodná schéma, ktorá nie je vo©ná. Pre kontrapríklad pozri
tvrdenie D /v V .

P /v V Existuje priechodná schéma, ktorá sa nedá preloºi´ do ekvivalentnej
vo©nej schémy. Pre kontrapríklad pozri tvrdenie D /v V .
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P /E V Priamo vyplýva z tvrdenia P /v V .

V , J � porovnanie tried vo©ných a Janovových schém

V /⊆ J Existuje vo©ná schéma, ktorá nie je Janovova. Je to jednoducho taká,
ktorá obsahuje viac ako jednu pracovnú premennú.

V /v J Existuje vo©ná schéma, ktorá sa nedá preloºi´ do ekvivalentnej Jano-
vovej schémy. Ako kontrapríklad poslúºi vo©ná schéma, ktorá obsahuje
dve pracovné premenné, pri£om obe sú v schéme vyuºívané tak, ºe sa
nedajú nahradi´ jednou pracovnou premennou.

V /E J Priamo vyplýva z tvrdenia V /v J .

J /⊆ V Existuje Janovova schéma, ktorá nie je vo©ná.
J v V Z kaºdej Janovovej schémy sa dá spravi´ ekvivalentná vo©ná Janovova

schéma. Dôkaz tvrdenia sa nachádza v skriptách.
J E V Kaºdá Janovova schéma sa dá efektívne preloºi´ do ekvivalentnej vo©nej

Janovovej schémy. Popis postupu sa opä´ nachádza v skriptách.



Kapitola 2

Správnos´ programov

2.1 Metódy dokazovania správnosti

Príklad 21 Uvaºujme nasledujúci ²tandardný program P , ktorý po£íta d√xe
(hornú celú £as´ odmocniny x).

P : begin [y1, y2] := [1, 1]
1 : if y2 ≥ x then goto end
2 : [y1, y2] := [y1 + 1, (y1 + 1)2]
3 : goto 1

end [z] := [y1]

De�nujte vstupnú podmienku, výstupnú podmienku a invarianty. Floydovou
metódou dokáºte £iasto£nú správnos´ programu vzh©adom na vstupnú a výs-
tupnú podmienku.

Rie²enie 21 Vstupná podmienka presne vymedzuje vstupné hodnoty pre
ktoré dáva program ºiadaný výsledok. V na²om prípade ide o v²etky klad-
né hodnoty. Program by sa dal modi�kova´ aj tak, aby dával zmysluplné
výsledky pre v²etky nezáporné hodnoty, ale prinieslo by nám to isté mnoºst-
vo ¤al²ích komplikácií. Takºe vstupná podmienka p vyzerá nasledovne.

p(x) : x > 0

Výstupná podmienka q popisuje z = d
√
xe.

19
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q(x, z) : d
√
xe = z

(z − 1) <
√
x ≤ z

(z − 1)2 < x ≤ z2

Invariantu v príkaze begin zodpovedá vstupná podmienka a invariantu v príkaze
end zodpovedá výstupná podmienka.

IB = p
IE = q

Program obsahuje jeden cyklus. Ideálne miesto pre jeho deliaci bod je tam,
kde sa z cyklu vychádza. V programe P je to rovnaké miesto ako to, kde
sa do cyklu vchádza. Ako deliaci bod teda zvolíme riadok 1. Invariant I1

v tomto bode vyzerá nasledovne.

I1 : (y1 − 1)2 < x ∧ y2 = y2
1

Prvá £as´ invariantu I1 reprezentuje riadiacu podmienku cyklu. V druhej
£asti sa de�nuje závislos´ medzi premennými y1 a y2.
Program P obsahuje tri deliace body medzi ktorými sú tri kone£né cesty.

� cesta B1: begin → riadok 1
� cesta 11: riadok 1 → riadok 1
� cesta 1E: riadok 1 → end

Z de�nície vieme, ºe pre kaºdú cestu musíme dokáza´ veri�ka£nú podmienku
odvodenú z nasledujúceho v²eobecného tvaru.

∀x, y IA(x, y) ∧ RAB(x, y) =⇒ IB(x, rAB(x, y))

cesta B1: Pouºitím spätnej substitúcie odvodíme podmienku prechodu a mo-
di�káciu pracovných premenných na ceste B1 a dosadíme do príslu²nej veri-
�ka£nej podmienky.

RB1(y1, y2) = true
rB1(y1, y2) = (1, 1)

IB ∧ true ⇒ I1(1, 1)
x > 0 ∧ true ⇒ (1− 1)2 < x ∧ 12 = 1
x > 0 ∧ true ⇒ 0 < x ∧ 1 = 1
x > 0 ∧ true ⇒ x > 0
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cesta 11: Podobne ako v predchádzajúcom prípade odvodíme R11 a r11 a
dosadíme do veri�ka£nej podmienky pre cestu 11.

R11(y1, y2) = true ∧ ¬(y2 ≥ x) = y2 < x
r11(y1, y2) = (y1 + 1, (y1 + 1)2)

I1(y1, y2) ∧ y2 < x ⇒ I1(y1 + 1, (y1 + 1)2)
(y1 − 1)2 < x ∧ y2

1 = y2 ∧ y2 < x ⇒ (y1 + 1− 1)2 < x ∧ (y1 + 1)2 = (y1 + 1)2

y2
1 = y2 ∧ y2 < x ⇒ y2

1 < x ∧ true
y2

1 < x ⇒ y2
1 < x

cesta 1E: A do tretice aj pre poslednú cestu odvodíme spätnou substitúciou
R1E a r1E a dosadíme do prislúchajúcej veri�ka£nej podmienky.

R1E(y1, y2) = true ∧ y2 ≥ x
r1E(z) = y1

I1(y1, y2) ∧ y2 ≥ x ⇒ IE
(y1 − 1)2 < x ∧ y2 = y2

1 ∧ y2 ≥ x ⇒ (y1 − 1)2 < x ≤ y2
1

(y1 − 1)2 < x ∧ y2
1 ≥ x ⇒ (y1 − 1)2 < x ∧ y2

1 ≥ x

Pre v²etky cesty v programe P sme overili platnos´ príslu²ných odvodených
veri�ka£ných podmienok a tým sme dokázali aj £iasto£nú správnos´ progra-
mu P vzh©adom na vstupnú podmienku p a výstupnú podmienku q.

Príklad 22 Daný je ²tandardný program P .

P : begin [y1, y2] := [0, x1]
1 : if y2 < x2 then goto end
2 : [y1, y2] := [y1 + 1, y2 − x2]
3 : goto 1

end [z1, z2] := [y1, y2]

Floydovou metódou formálne dokáºte £iasto£nú správnos´ programu P vzh©a-
dom na nasledujúce podmienky:

• vstupná podmienka � p(x1, x2) : x1 ≥ 0 ∧ x2 > 0

• výstupná podmienka � q(x1, x2, z1, z2) : z1x2 + z2 = x1 ∧ 0 ≤ z2 < x2

Ur£te deliace body, nájdite k nim prislúchajúce invarianty, zostrojte veri-
�ka£né podmienky a ukáºte, ºe platia.
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Rie²enie 22 Po krátkej analýze zistíme, ºe program delí hodnotu vstupnej
premennej x1 hodnotou x2. Delite© je uloºený do výstupnej premennej z1 a
zvy²ok po delení do premennej z2. Výsledok je tak tvaru x1 = z1x2 + z2,
kde z2 < x2 (zvy²ok je men²í ako hodnota, ktorou delíme).
Máme dva implicitné deliace body v návestiach begin a end. Invariantom
v týchto bodoch zodpovedajú vstupná podmienka p a výstupná podmienka q.
Takºe platí IB = p a IE = q.
Ke¤ºe program opä´ obsahuje jeden cyklus, ako jeho deliaci bod zvolíme
riadok 1. Je to miesto kde sa do cyklu vchádza i vychádza. Kon²trukcia
invariantu k tomuto deliacemu bodu programu je nerozhodnute©ným prob-
lémom. Preto sa snaºíme vy£íta´ z vlastností programu i cyklu £o najviac
uºito£ných informácií a vloºi´ ich do podmienok invariantu I1.

I1 : x1 = y1x2 + y2 ∧ x2 > 0 ∧ y1 ≥ 0 ∧ y2 ≥ 0

Pre kaºdú z troch ciest odvodíme a dokáºeme veri�ka£nú podmienku.
cesta B1:

RB1(y1, y2) = true
rB1(y1, y2) = (0, x1)

IB ∧ true ⇒ I1(0, x1)
x1 ≥ 0 ∧ x2 > 0 ⇒ x1 = 0x2 + x1 ∧ x2 > 0 ∧ 0 ≥ 0 ∧ x1 ≥ 0
x1 ≥ 0 ∧ x2 > 0 ⇒ x1 = x1 ∧ x2 > 0 ∧ x1 ≥ 0
x1 ≥ 0 ∧ x2 > 0 ⇒ x1 ≥ 0 ∧ x2 > 0

cesta 11:
R11(y1, y2) = true ∧ ¬(y2 < x2) = y2 ≥ x2

r11(y1, y2) = (y1 + 1, y2 − x2)

I1(y1, y2) ∧ y2 ≥ x2 ⇒ I1(y1 + 1, y2 − x2)

x1 = y1x2 + y2 ∧ x2 > 0 ∧ y1 ≥ 0 ∧ y2 ≥ 0 ∧ y2 ≥ x2 ⇒
⇒ x1 = (y1 + 1)x2 + (y2 − x2) ∧ x2 > 0 ∧ y1 + 1 ≥ 0 ∧ y2 − x2 ≥ 0

(zrejme y2 ≥ 0 ∧ x2 > 0 ∧ y2 ≥ x2 ⇒ y2 − x2 ≥ 0)
x1 = y1x2 + y2 ∧ y1 ≥ 0 ∧ y2 − x2 ≥ 0 ⇒

⇒ x1 = y1x2 + y2 ∧ y1 + 1 ≥ 0 ∧ y2 − x2 ≥ 0
(zrejme platí y1 ≥ 0⇒ y1 + 1 ≥ 0)

cesta 1E:
R1E(y1, y2) = true ∧ y2 < x2

r1E(z1, z2) = (y1, y2)
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I1(y1, y2) ∧ y2 < x2 ⇒ IE

x1 = y1x2 + y2 ∧ x2 > 0 ∧ y1 ≥ 0 ∧ y2 ≥ 0 ∧ y2 < x2 ⇒
⇒ x1 = y1x2 + y2 ∧ 0 ≤ y2 < x2

x1 = y1x2 + y2 ∧ y2 ≥ 0 ∧ y2 < x2 ⇒
⇒ x1 = y1x2 + y2 ∧ y2 ≥ 0 ∧ y2 < x2

Po overení veri�ka£ných podmienok pre v²etky cesty je £iasto£ná správnos´
programu P dokázaná.

Príklad 23 Daný je ²truktúrovaný program P .

P : begin [y1, y2] := [1, 1]
while y2 < x do

[y1, y2] := [y1 + 1, (y1 + 1)2]
od

end [z] := [y1]

Hoareovou metódou formálne dokáºte £iasto£nú správnos´ programu P vzh©a-
dom na nasledujúce podmienky:

• vstupná podmienka � p(x) : x > 0

• výstupná podmienka � q(x, y) : (z − 1)2 < x ≤ z2

Rie²enie 23 Hoareova metóda dokazovania £iasto£nej správnosti ²truktú-
rovaných programov sa opiera o logický systém zaloºený na jazyku induk-
tívnych formúl {p} P {q}. Pri dokazovaní sa pouºívajú v²etky platné formu-
ly ²peci�ka£ného jazyka, axióma priradenia a inferen£né resp. odvodzovacie
pravidlá Hoareovského kalkulu.
Pre dôkaz £iasto£nej správnosti programu P musíme dokáza´ platnos´ nasle-
dujúcej induktívnej formuly.

{p} P {q}

Krátkou analýzou zistíme, ºe program P sa skladá z troch £astí. Z dostup-
ných inferen£ných pravidiel teda aplikujeme pravidlo kompozície a vyrie²ime
induktívne formuly zodpovedajúce jednotlivým £astiam programu P .

{p} P1 {r} {r} P2 {s} {s} P3 {q}
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E²te pred samotným rie²ením jednotlivých induktívnych formúl sa pokúsime
prispôsobi´ si podmienky r a s. �as´ P2 je while cyklus s podmienkou b,
preto uhádneme, ako by mohla vyzera´ podmienka s, ktorá platí po jeho
ukon£ení.

s ≡ r ∧ ¬b

Je nutné podotknú´, ºe v na²om prípade tento postup povedie k úspechu.
Rozhodne v²ak neplatí vo v²eobecnosti na v²etky ²truktúrované programy.
• Induktívna formula {p} P1 {r}: �as´ P1 programu P obsahuje jediné
priradenie v návestí begin. Pouºitím axiómy priradenia nahradíme
v podmienke r obe premenné y1 a y2 hodnotou 1. Ur£ite platí

{r[y1/1, y2/1]} P1 {r}

Ak sa podarí dokáza´ nasledujúcu implikáciu, bude moºné pouºi´ pravid-

lo následku a tým bude induktívna formula {p} P1 {r} dokázaná.
p ⇒ r[y1/1, y2/1]

• Induktívna formula {r} P2 {r ∧ ¬b}: �as´ P2 programu P je reprezen-
tovaná cyklusom while. Preto pouºijeme pravidlo iterácie .

{r ∧ b} P21 {r}

Pre priradenie nachádzajúce sa v cykle while pouºijeme axiómu pri-

radenia. Ur£ite teda platí
{r[y1/y1 + 1, y2/(y1 + 1)2]} P21 {r}

Dokázaním nasledujúcej implikácie dokáºeme platnos´ celej induktívnej
formuly {r} P2 {r ∧ ¬b}.

r ∧ b ⇒ r[y1/y1 + 1, y2/(y1 + 1)2]

• Induktívna formula {r ∧ ¬b} P3 {q}: Podobne ako £as´ P1 aj £as´ P3

programu P obsahuje len jedno priradenie, tentokrát v návestí end.
Aplikujeme axiómu priradenia . Potom ur£ite platí

{q[z/y1]} P3 {q}

Ak sa podarí dokáza´ nasledujúcu implikáciu, bude moºné pouºi´ pravid-

lo následku a tým bude induktívna formula {r∧¬b} P3 {q} dokázaná.
r ∧ ¬b ⇒ q[z/y1]
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Z troch hlavných £astí programu teda dostávame tri implikácie, ktorých plat-
nos´ je nutné dokáza´.

p(x) ∧ true ⇒ r[y1/1, y2/1]
r ∧ b ⇒ r[y1/y1 + 1, y2/(y1 + 1)2]

r ∧ ¬b ⇒ q[z/y1]

Musíme taktieº sformulova´ podmienku r. Jej znenie je rovnaké, ako znenie
invariantu v ekvivalentnom ²tandartnom programe dokazovanom Floydovou
metódou1.

r ≡ y2
1 = y2 ∧ (y1 − 1)2 < x

Poznáme podmienku b cyklu while v £asti P2.
b ≡ y2 < x

Výsledné implikácie teda vyzerajú nasledovne.
x > 0 ∧ true ⇒ 12 = 1 ∧ (1− 1)2 < x

y2
1 = y2 ∧ (y1 − 1)2 < x ∧ y2 < x ⇒ (y1 + 1)2 = (y1 + 1)2 ∧ (y1 + 1− 1)2 < x
y2

1 = y2 ∧ (y1 − 1)2 < x ∧ y2 ≥ x ⇒ (y1 − 1)2 < x ≤ y2
1

Samotné dôkazy implikácií sú priamo£iare a jednoduché 2.

Príklad 24 Daný je ²truktúrovaný program P .

P : begin [y1, y2] := [0, x1]
while y2 ≥ x do

[y1, y2] := [y1 + 1, y2 − x2]
od

end [z1, z2] := [y1, y2]

Hoareovou metódou formálne dokáºte £iasto£nú správnos´ programu P vzh©a-
dom na nasledujúce podmienky:

• vstupná podmienka � p(x1, x2) : x1 ≥ 0 ∧ x2 > 0

• výstupná podmienka � q(x1, x2, z1, z2) : z1x2 + z2 = x1 ∧ 0 ≤ z2 < x2

Rie²enie 24 TODO
1Od tohto miesta sa mi toto rie²enie ve©mi nepozdáva. Privítam komentáre a poznámky,

týkajúce sa hlavne h©adania podmienky r.
2A preto ich prenechávam na £itate©a, ja idem pozera´ hokej. . . :-)
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2.2 Roz²irovanie Hoareovských kalkulov

Príklad 25 Navrhnite inferen£né pravidlo Hoareovho dokazovacieho systé-
mu pre riadiacu ²truktúru reprezentujúcu tzv. jeden a pol cyklus.

do
S1;
exit when b;
S2;

od

Dokáºte zdravos´ navrhnutého pravidla.

Rie²enie 25 TODO

Príklad 26 Sformulujte inferen£né pravidlo Hoareovského kalkulu pre prí-
kaz repeat de�novaný nasledujúcim vz´ahom.

(repeat S until b) ≡ (S; while ¬b do S od)

Dokáºte, ºe navrhnuté inferen£né pravidlo je zdravé.

Rie²enie 26 TODO
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Sémantika programov
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