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Tento dokument vznikol v januári 2005 počas týždňa pred štátnou skúškou
z Matematiky v rámci odboru Informatika. Je to vlastne extrakt a prepis via-
cerých dobrých materiálov. Slúžit’ má na lepšie a hlavne rýchleǰsie pochope-
nie celej matematickej časti spoločného základu.

Vzhl’adom na rozsiahlost’ celej problematiky a limitovaný čas, dokument
pokrýva len istú čast’ učiva. Ked’že som skúšku úspešne absolvoval, je vysoko
nepravdepodobné, že budem v aktualizácii dokumentu pokračovat’. Ak sa
však nájde niekto, kto by mal v rámci svojho učenia záujem o doplnenie či
dokončenie materiálu, budem rád ked’ ma kontaktuje. Papierové materiály
mu rád poskytnem.

Dokument je ṕısaný v publikačnom systéme LATEX a spravovaný v rámci CVS
arch́ıvu Platon SDG, slovenskej skupiny zaoberajúcej sa najmä vývojom a
propagáciou otvoreného softvéru. Aktuálna verzia materiálu sa nachádza
na http://platon.sk/projects/statnica-matematika/.

Kontaktovat’ nás môžete na e-mailovej adrese platon@platon.sk alebo aj
prostredńıctvom našej internetovej webstránky http://platon.sk/.

Osobitné pod’akovanie patŕı L’uboḿırovi Hostovi za vytvorenie skvelého
pracovného a zostavovacieho rámca pre prácu so systémami LATEX a pdfTEX.
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1.7 Systémy lineárnych rovńıc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.8 Determinanty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.9 Euklidovské priestory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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1.20 Okruhy polynómov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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3.3 Množiny a mohutnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.4 Cantor-Bernsteinova veta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.5 Cantorova veta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Kapitola 1

Algebra

1.1 Úvod

Defińıcia 1 Usporiadaná dvojica: (a, b) = {{a}, {a, b}}

Defińıcia 2 Karteziánsky súčin A, B: A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

Defińıcia 3 Relácia ϕ: ϕ ⊆ A×B

1. reflex́ıvna: (x, x) ∈ ϕ

2. symetrická: (x, y) ∈ ϕ⇒ (y, x) ∈ ϕ

3. tranzit́ıvna: (x, y) ∈ ϕ ∧ (y, z) ∈ ϕ⇒ (x, z) ∈ ϕ

Defińıcia 4 Zobrazenie: taká relácia ϕ, že ∀x ∈ A : ∃!y ∈ B : (x, y) ∈ ϕ

• injekt́ıvne: ∀x, y ∈ A : x 6= y ⇒ ϕ(x) 6= ϕ(y)

• surjekt́ıvne: ∀y ∈ B : ∃x ∈ A : ϕ(x) = y

• bijekt́ıvne: injekt́ıvne a surjekt́ıvne zároveň

Defińıcia 5 Binárna operácia:

• komutat́ıvna: a ∗ b = b ∗ a
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KAPITOLA 1. ALGEBRA 4

• asociat́ıvna a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c

• neutrálny prvok e:
x ∗ e = x
e ∗ x = x

• inverzný prvok x′:
x ∗ x′ = e
x′ ∗ x = e

1.2 Štruktúry

Defińıcia 6 Usporiadaná dvojica (G,+) sa nazýva pologrupa, ak plat́ı:

1. G 6= ∅

2. + je asociat́ıvna binárna operácia na G

Defińıcia 7 Usporiadaná dvojica (G,+) sa nazýva grupa, ak plat́ı:

1. (G,+) je pologrupa

2. + má neutrálny prvok e

3. ∀x ∈ G : ∃x′ ∈ G : x+ x′ = x′ + x = e

Defińıcia 8 Usporiadaná trojica (A,+, ◦) sa nazýva okruh, ak plat́ı:

1. (A,+) je komutat́ıvna grupa

2. ◦ je binárna asociat́ıvna operácia na A

3. ◦ je distribut́ıvna vzhl’adom na +

Ak ◦ má e, tak okruh nazývame okruh s jednotkou.
Ak ◦ je komutat́ıvna, tak okruh nazývame komutat́ıvny okruh.

Defińıcia 9 Usporiadaná trojica (A,+, ◦) sa nazýva obor integrity, ak plat́ı:

1. (A,+, ◦) je okruh
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2. ∀a, b ∈ A : a 6= 0 ∧ b 6= 0⇒ a ◦ b 6= 0

Defińıcia 10 Usporiadaná trojica (A,+, ◦) sa nazýva teleso, ak plat́ı:

1. (A,+, ◦) je obor integrity

2. (A,+, ◦) má neutrálny prvok operácie ◦

Defińıcia 11 Usporiadaná trojica (A,+, ◦) sa nazýva pole, ak plat́ı:

1. (A,+, ◦) je teleso

2. ◦ je komutat́ıvna

1.3 Vektorové priestory

Defińıcia 12 Vektorový priestor nad pol’om F je usporiadaná trojica (V,+, ϕ),
ktorá:

1. (V,+) je komutat́ıvna grupa

2. ϕ je zobrazenie ϕ : F × V → V zapisované ϕ(c, α) = cα, v ktorom pre
a, b ∈ F a α, β ∈ V plat́ı:

(a) (a+ b)α = aα+ bα

(b) a(α+ β) = aα+ aβ

(c) a(bα) = (ab)α

(d) 1α = α

Defińıcia 13 Hovoŕıme, že sústava α1, α2, ..., αn vektorov je lineárne závislá,
ak aspoň jeden z nich je lineárnou kombináciou zostávajúcich.

Defińıcia 14 Vektorový priestor (V ′,⊕, ψ) nazývame podpriestor vektorového
priestoru (V,+, ϕ), ak plat́ı:

1. V ′ ⊂ V

2. ∀α, β ∈ V ′ : α⊕ β = α+ β
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3. ∀c ∈ F,∀α ∈ V ′ : ψ(c, α) = ϕ(c, α)

Defińıcia 15 Bázou vektorového priestoru F nazývame lineárne nezávislú
sústavu vektorov α1, α2, ..., αn z V nad F takú, že sústava generuje vektorový
priestor V . Označujeme [α1, α2, ..., αn] = V

Č́ıslo n je počet vektorov v báze a nazývame ho dimenzia vektorového priestoru.

Veta 1 (Steinitzova o výmene) Nech V je vektorový priestor, α1, α2, ..., αn

sú l’ubovol’né vektory z V také, že V = [α1, α2, ..., αn]. Nech β1, β2, ..., βm sú
lineárne nezávislé vektory.
Potom existuje αi1 , αi2 , ..., αik také, že [β1, β2, ..., βm, αi1 , αi2 , ..., αik ] = V .

1.4 Súčty podpriestorov

Defińıcia 16 Nech S, T sú podpriestory vektorového priestoru V nad F .
Potom ich lineárnym súčtom nazývame množinu
S + T = {α+ β | α ∈ S, β ∈ T}.

Veta 2 Nech S a T sú podpriestory V . Potom aj S + T je podpriestor V .

Veta 3 Nech S a T sú podpriestory V .
Potom dim(S + T ) = dim(S) + dim(T )− dim(S ∩ T ).

Defińıcia 17 Nech S a T sú podpriestory V , nech S ∩ T = {0}.
Potom S + T nazývame direktný súčet S a T a označujeme ho S ⊕ T .

1.5 Linárne zobrazenia

Defińıcia 18 Nech V a W sú vektorové priestory nad F .
Zobrazenie ϕ : V → W sa nazýva lineárne zobrazenie ak, ∀α, β ∈ V, ∀c ∈ F :

1. ϕ(α+ β) = ϕ(α) + ϕ(β)

2. ϕ(cα) = cϕ(α)



KAPITOLA 1. ALGEBRA 7

Veta 4 (Základná veta o lineárnych zobrazeniach) Nech α1, α2, ..., αn

je báza vektorového priestoru V . Nech β1, β2, ..., βn sú l’ubovol’né (TODO asi
je to blud, tiez ma byt baza?!) vektory z W . Potom ∃! lineárne zobrazenie
ϕ : V → W , pre ktoré plat́ı:
ϕ(α1) = β1, ϕ(α2) = β2, ..., ϕ(αn) = βn.

Toto zobrazenie je dané predpisom
ϕ(c1α1 + c2α2 + ...+ cnαn) = c1β1 + c2β2 + ...+ cnβn.

Defińıcia 19 Matica lineárneho zobrazenia . . . TODO nechapem

Veta 5 (Kompoźıcia lineárnych zobrazeńı) Nech ϕ : U(F ) → V (F ) a
ψ : V (F ) → W (F ) sú lineárne zobrazenia. Potom aj ψ ◦ ϕ (= ψ(ϕ)) je
lineárne zobrazenie.

Veta 6 Matica kompoźıcie dvoch lineárnych zobrazeńı je súčin mat́ıc týchto
lineárnych zobrazeńı v tomto porad́ı.

Veta 7 (Inverzné lineárne zobrazenie) Inverzné zobrazenie k lineárne-
mu zobrazeniu, ak existuje, je opät’ lineárne.

Defińıcia 20 Nech ϕ : V (F )→ W (F ) je lineárne zobrazenie.

• Jadro zobrazenia ϕ je množina takých α ∈ V (F ), pre ktoré ϕ(α) = 0.

• Jadro zobrazenia ϕ je tiež funkcia Ker(ϕ) = {x ∈ V | ϕ(x) = 0}.

• Obraz zobrazenia ϕ je možina takých β ∈ W (f), pre ktoré ∃α ∈ V (f) :
ϕ(α) = β.

• Obraz zobrazenia ϕ je tiež funkcia Im(ϕ) = {ϕ(x) ∈ W | x ∈ V }.

1.6 Matice

Defińıcia 21 Nech F je pole. Obd́lžniková tabul’ka prvkov pol’a F sm riadkami
a n st́lpcami sa nazýva matica typu m× n nad pol’om F .

Defińıcia 22 Transponovanou maticou k matici A =‖ aij ‖ typu m × n je
matica B = AT =‖ bij ‖ typu n×m s vlastnost’ou bij = aji.



KAPITOLA 1. ALGEBRA 8

Defińıcia 23 Riadkovým priestorom matice A =‖ aij ‖ typu m× n je vek-
torový podpriestor F n generovaný všetkými riadkovými vektormi matice.

Defińıcia 24 Riadkovou (st́lpcovou) hodnost’ou matice A =‖ aij ‖ typu
m× n rozumieme dimenziu jej riadkového (st́lpcového) priestoru.

Defińıcia 25 Elementárna riadková operácia na matici A nad F je:

1. vzájomná výmena dvoch riadkov

2. vynásobenie niektorého riadku nenulovým prvkom c ∈ F

3. pripoč́ıtanie i-tého riadku k j-tému riadku

Defińıcia 26 Matice A a B sú riadkovo ekvivalentné, ak existuje konečná
postupnost’ elementárnych riadkových operácíı, ktorými uprav́ıme A na B.

Relácia riadkovej ekvivalencie je reláciou ekvivalencie.

Defińıcia 27 Matica A typu m×n nad F je trojuholńıková redukovaná, ak
platia nasledujúce tvrdenia:

1. vedúci prvok každého nenulového riadku je 1

2. nech t1, t2, ..., tk je postupnost’ indexov vedúcich prvkov, potom je táto
postupnost’ rastúca

3. všetky prvky matice A ležiace nad a pod vedúcim prvkom sú nuly

4. každý nulový riadok matice A sa nachádza za l’ubovol’ným nenulovým
riadkom matice A

Veta 8 Riadkovo ekvivalentným maticiam prislúcha ten istý vektorový priestor.

Veta 9 (Redukcia l’ubovol’nej matice) Každá matica je riadkovo ekvi-
valentná s nejakou trojuholńıkovou redukovanou.
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1.7 Systémy lineárnych rovńıc

Defińıcia 28 Koreň (riešenie) sústavy ∀i ∈ 1..m
∑n

j=1 aijxj = bi je každá
usporiadaná n-tica z z1, z2, ..., zn o ktorej plat́ı ∀i ∈ 1..m

∑n
j=1 aijzj = bi.

Defińıcia 29 Systém lineárnych rovńıc nazývame homogénny, ak má tvar
∀i ∈ 1..m

∑n
j=1 aijxj = 0

Defińıcia 30
Matica sústavy: TODO picture
Rozš́ırená matica sústavy: TODO picture

Veta 10 (Frobeniova) Sústava lineárnych rovńıc má aspoň jeden koreň
práve vtedy, hodnost’ matice tejto sústavy sa rovná hodnosti rozš́ırenej mat-
ice sústavy. TODO think about this!

Veta 11 Množina všetkých koreňov homogénnej sústavy lineárnych rovńıc
tvoŕı vektorový podpriestor vektorového priestory F n.

Defińıcia 31 Fundamentálny systém homogénnej sústavy lineárnych rovńıc
je každá báza vektorového priestoru všetkých koreňov tejto sústavy.

Veta 12 Nech sústava lineárnych rovńıc má aspoň jeden koreň, nech je to
β = (y1, y2, ..., yn). Potom každý koreň tejto sústavy sa dá naṕısat’ v tvare
γ = β + α, kde α je vhodný koreň homogénnej sústavy prislúchjúcej k danej
sústave.

1.8 Determinanty

Defińıcia 32 Nech A je štvorcová matica stupňa n nad F . Determinantom
matice A označujeme súčet

∑
ϕ∈P ({1..n})

(−1)τ(ϕ)a1,ϕ(1)a2,ϕ(2)...an,ϕ(n) := |A|

kde P je množina permutácíı prvkov {1..n} a τ(ϕ) je parita permutácie ϕ.
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Defińıcia 33 Minor prislúchajúci prvku aij je matica, ktorá vznikne vypusteńım

i-teho riadka a j-teho st́lpca. OznačujemeMij. Ak i = j, hovoŕıme o hlavnom minore.

Defińıcia 34 Algebraickým doplnkom prvku aij matice A nazývame č́ıslo
Aij = (−1)i+j|Mij|. Defińıcie sa rôznia: niekde je uvádzané, že Aij je to isté
ako Mij, teda nie skalár, ale matica. My budeme použ́ıvat’ prvú defińıciu.

Veta 13 Nech A je typu n× n nad F . Potom:

1. ak k i-temu riadku pripoč́ıtame j-tý riadok, determinant sa nezmeńı

2. ak vymeńıme medzi sebou dva riadky, determinant zmeńı znamenienko

3. ak vynásob́ıme i-ty riadok nenulovým skalárom c ∈ F , potom determi-
nant upravenej matice bude c-násobkom pôvodnej matice

Veta 14 Ak A je typu n× n nad F , potom |A| = |AT |.

Veta 15 (Laplaceov rozvoj)

∀i ∈ 1..n : |A| = ai1Ai1 + ai2Ai2 + ...+ ainAin

∀j ∈ 1..n : |A| = a1jA1j + a2jA2j + ...+ anjAnj

Veta 16 Ak A typu n× n je regulárna, potom A−1 = 1
|A|adjA, kde adjA =

(...TODOpicture...)

Veta 17 (Cramerovo pravidlo) Ak determinant maticeA systému n lineárnych
rovńıc o n neznámych je nenulový, tak systém ma práve jedno riešenie tvaru:

x1 =
|D1|
|A|

, x2 =
|D2|
|A|

, ..., xn =
|Dn|
|A|

kde Di je matica, ktorá vznikne z A nahradeńım i-teho st́lpca absolútnymi
členmi (tj. pravou stranou sústavy).
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1.9 Euklidovské priestory

Defińıcia 35 Euklidovský priestorom nazývame usporiadanú dvojicu (E,ϕ),
kde E je vektorový priestor nad R a ϕ : E × E → R je zobrazenie nazývané
sklárny súčin (zapisujeme ϕ(α, β) = 〈α, β〉) pričom ∀α, α′, β ∈ E, ∀c ∈ R
plat́ı:

1. 〈α, α〉 ≥ 0, 〈α, α〉 = 0⇔ α = 0

2. 〈α+ α′, β〉 = 〈α, β〉+ 〈α′, β〉

3. 〈α, β〉 = 〈β, α〉

4. 〈cα, β〉 = c〈α, β〉

Defińıcia 36 Matica skalárneho súčinu ϕ je matica ‖ ϕij ‖, pre ktorú plat́ı
〈α, β〉 = α· ‖ ϕij ‖ ·β

T
.

Defińıcia 37 Dĺžka (norma) vektora α je ‖ α ‖=
√
〈α, α〉

Defińıcia 38 Uhol ϕ vektorov α a β je cosϕ = 〈α,β〉
‖α‖‖β‖

Veta 18 V euklidovskom vektorovom priestore plat́ı:

1. ‖ c · α ‖= |c|· ‖ α ‖

2. ‖ α ‖> 0 pre α 6= 0

3. |〈α, β〉| ≤‖ α ‖ · ‖ β ‖ (Schwarzova nerovnost’)

4. ‖ α+ β ‖≤‖ α ‖ + ‖ β ‖ (Trojuholńıková nerovnost’)

Defińıcia 39 Nech α1, α2, ..., αn ∈ E(V, ϕ). Nech ∀i, j ∈ {1..n} také, že
i 6= j plat́ı:

• 〈αi, αj〉 = 0, potom vektory α1, α2, ..., αn sú ortogonálne

• 〈αi, αj〉 = 0 a ‖ αi ‖= 1, potom vektory α1, α2, ..., αn sú ortonormálne
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Defińıcia 40 Nech M je podmnožina vektorového priestoru E.
Potom ortogonálnym doplnkom množiny M nazývame množinu

M⊥ = {α | α ∈ E ∧ ∀β ∈M : 〈α, β〉 = 0}

Defińıcia 41 Nech α1, α2, ..., αn ∈ (E,ϕ) a dim(E,ϕ) = n. Potom vek-
tory α1, α2, ..., αn tvoria ortonormálnu bázu vektorového priestoru E, ak sú
ortonormálne, tj. sú ortogonálne s d́lžkou 1.

Veta 19 Ortogonálne vektory Euklidovského vektorového priestoru sú lineárne
nezávislé.

Ak je počet ortogonálnych vektorov taký aká je dimenzia priestoru, po-
tom tvoria ortogonálnu bázu priestoru. Ak sú navyše ortonormálne, tvoria
ortonormálnu bázu.

Veta 20 (Gramm-Schmidtova ortogonalizačná metóda) Nech vekto-
ry α1, α2, ..., αn sú lineárne nezávislé z euklidovského vektorového priestoruE.
Potom existuje ortonormálna báza β1, β2, ..., βn taká, že

[α1, α2, ..., αn] = [β1, β2, ..., βn]

Pŕıklad 1 α1 = (1, 0, 0, 1), α2 = (0, 1, 0, 2), α3 = (0, 0, 1, 2)
β1 = α1 = (1, 0, 0, 1)
β2 = α2 + c21β1, takže 〈β1, β2〉 = 0⇒ c21 ⇒ β2
β3 = α3 + c32β2 + c31β1, takže 〈β1, β3〉 = 0 ∧ 〈β2, β3〉 = 0⇒ c32, c31 ⇒ β3

Nakoniec β1, β2, β3 normalizujeme.

1.10 Kvadratické formy

Defińıcia 42 Nech n ∈ N, d’alej i, j ∈ {1, ..., n} a tiež x1, ..., xn sú premenné.
Potom kvadratickou formou n premenných x1, ..., xn nazývame výraz

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj

kde aij ∈ F .
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Defińıcia 43 Kvadratická forma f(x, y) = xAyT je kladne defnitná, ked’
pre x 6= 0, y 6= 0 je vždy f > 0.
Ak pre x 6= 0, y 6= 0 je f ≥ 0, hovoŕıme o kladnej seminidefinitnosti.

Veta 21 (Maticka kvadratickej formy) Každú kvadratickú formu n pre-
menných x1, x2, ..., xn je možné vyjadrit’ práve jedným spôsobom v tvare
X · A · XT , kde X = (x1, x2, ..., xn) a A je štvorcová symetrická matica
stupňa n.

Veta 22 (Kanonický tvar kvadratickej formy) Každú kvadratickú for-
mu n premenných x1, x2, ..., xn možno vhodnou lineárnou transformáciou pre-
menných upravit’ na tvar y21 + ...+ y

2
k − y2k+1 − ...− y2s , kde s ≤ n.

Veta 23 (Silvestrov zákon zotrvačnosti) Ak kvadratickú formu uprav́ıme
dvoma spôsobmi tak, že v nových formách vystupujú iba druhé mocniny pre-
menných s koeficientami ±1, tak počet kladných aj počet záporných druhých
mocńın je v obidvoch formách rovnaký.

Veta 24 (Silvestrova podmienka) Kvadratická forma X · A · XT so sy-
metrickou maticou A =‖ aij ‖ je kladne semidefinitná práve vtedy, ked’ pre
každé k ∈ {1, . . . , n} je Dk > 0, kde Dk je determinant matice

TODO picture

TODO nieco o stvorcovych maticiach

1.11 Podobnost’ mat́ıc

Defińıcia 44 Regulárna matica je každá štvorcová matica stupňa n, ktorej
hodnost’ je n. V opačnom pŕıpade hovoŕıme o singulárnej matici.

Defińıcia 45 Matice A a B typu n × n nazývame podobnými, ak existuje
regulárna matica P typu n × n taká, že B = PAP−1 (ide o reláciu ekviva-
lencie).

Defińıcia 46 Nech ϕ : V (R)→ V (R) je lineárne zobrazenie, nech α1, α2, ..., αn

je l’ubovol’ná báza V (R). Nech ϕ(αi) = ai1α1+ai2α2+ ...+ainαn pre i ∈ 1..n.
Potom maticou transformácie ϕ vzhl’adom na bázu α1, α2, ..., αn nazývame
maticu

TODO PICTURE
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Veta 25 NechA je matica lineárneho zobrazenia ϕ : V (R)→ V (R) vzhl’adom
na bázu α1, α2, ..., αn. NechX je n-tica súradńıc vektora α ∈ V (R) vzhl’adom
na bázu αi. Potom Y = XA je n-tica súradńıc vektora ϕ(α) vzhl’adom na
αi

Veta 26 NechA je matica lineárneho zobrazenia ϕ vzhl’adom na bázu α1, α2, ..., αn.
Nech B je matica vzhl’adom na bázu β1, β2, ..., βn. Nech P je matica prechodu
od bázy α1, α2, ..., αn k báze β1, β2, ..., βn. Potom B = P · A · P−1.

Veta 27 Nech f, g : V (R) → V (R) sú lineárne zobrazenia vzhl’adom na
α1, α2, ..., αn. Ďalej nech Mf je matica f , Mg je matica g. Potom:

1. matica lineárneho zobrazenia f + g vzhl’adom na α1, ..., αn je Mf +Mg

2. matica lineárneho zobrazenia c · f vzhl’adom na α1, ..., αn je c ·Mf

3. matica lineárneho zobrazenia f ◦ g vzhl’adom na α1, ..., αn je Mf ·Mg

1.12 Vlastné č́ısla

Defińıcia 47 Vektor α ∈ V, α 6= 0 je charakteristickým (vlastným) vektorom
lineárneho zobrazenia f : V → V , ak existuje skalár c ∈ F s vlastnost’ou
f(α) = cα.

Skalár c s touto vlastnost’ou nazývame charakteristickou (vlastnou) hodnotou
zobrazenia.

Defińıcia 48 Charakteristická hodnota matice A lineárneho zobrazenia je

A · α = c · α

A · α = c · α→ A · α = c · I · α→ (A− c · I) · α = 0⇔ |A− c · I| = 0

Determinant matice A− c · I je charakteristický polynóm.

TODO nieco o ortogonalnych maticiach
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1.13 Grupy

Defińıcia 49 Usporiadaná dvojica (G, ∗) sa nazýva grupa, ak plat́ı:

1. G 6= ∅

2. ∗ je asociat́ıvna binárna operácia na G

3. ∗ má neutrálny prvok e

4. ∀x ∈ G : ∃x−1 ∈ G : x ∗ x−1 = x−1 ∗ x = e

Defińıcia 50 Grupa (H, ∗) je podgrupa grupy (G, ◦), ak plat́ı:

1. H ⊆ G

2. ∀a, b ∈ H : a ∗ b = a ◦ b

Defińıcia 51 Grupa (G, ∗) sa nazýva cyklická, ak existuje prvok a ∈ G taký,
že plat́ı [a] = G.

Defińıcia 52 V grupe (G, ∗) definujeme pre každé n ∈ Z a pre ∀a ∈ G
grupovú mocninu an takto:

• a0 = e

• an = a ∗ a ∗ . . . ∗ a︸ ︷︷ ︸
n-krát

pre n > 0

• a−k = a−1 ∗ a−1 ∗ . . . ∗ a−1︸ ︷︷ ︸
k-krát

pre n = −k < 0

Defińıcia 53 Nech a ∈ G. Najmenšie kladné celé č́ıslo k > 0 s vlastnost’ou
ak = e nazývame rád prvku a. Ak také č́ıslo neexsituje, rád prvku je ∞.

Defińıcia 54 Hovoŕıme, že grupa (G, ∗) je izomorfná s grupou (H, ◦), ak
existuje bijekcia ϕ : G→ H, pre ktorú plat́ı: ϕ(a ∗ b) = ϕ(a) ◦ ϕ(b).
Zobrazenie ϕ nazývame izomorfizmus.

Veta 28 (Cayley) Každá grupa je izomorfná s nejakou grupou transformá-
cíı.

Veta 29 Každá podgrupa cyklickej grupy je cyklická.
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1.14 Rozklady na grupách

Defińıcia 55 Rozkladom množiny A rozumieme taký systémM jej neprázd-
nych podmnož́ın, že:

1.
⋃

Mi∈M Mi = A

2. Mi,Mj ∈M ∧Mi 6=Mj ⇒Mi ∩Mj = ∅

Defińıcia 56 NechH je podgrupa grupy (G, ∗). Potom l’avou triedouG podl’a H
určenou prvkom a nazývame množinu a ∗H = {a ∗ h | h ∈ H}.

Veta 30 Nech H je podgrupa G. Potom G|H = {xH | x ∈ G} je rozklad
na G, pričom xH = {xh | h ∈ H}.

Veta 31 (Lagrangeova veta) Nech G je konečná grupa a H jej podgrupa.
Potom |H| | |G|, tj. počet prvkov podgrupy deĺı počet prvkov grupy.

1.15 Homomorfizmus grúp

Defińıcia 57 Zobrazenie f : G→ H, kde (G, ◦) a (H, ∗) sú grupy, nazývame
homomorfizmus, ak ∀x, y ∈ G : f(x ◦ y) = f(x) ∗ f(y).

Defińıcia 58 Podgrupa H grupy G sa nazýva invariantnou (normálnou)
podgrupou, ak ∀x ∈ G : xH = Hx, resp. ∀x ∈ G : x−1Hx ⊆ H.

Defińıcia 59 Množinu Z(G) = {g ∈ G | ∀x ∈ G : g ∗ x = x ∗ g} nazývame
centrum grupy (G, ∗).

1.16 Faktorové grupy

Defińıcia 60 Pre triedy grupy (G, ∗) podl’a jej podgrupyH je faktorizovaná grupová operácia
určená vzt’ahom (Ha) ∗ (Hb) = H(a ∗ b), kde a, b ∈ G.

Defińıcia 61 Množina G|H všetkých tried grupy (G, ∗) podl’a jej normálnej
podgrupy H, sa nazýva faktorová grupa.
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Veta 32 Množina G|H tvoŕı grupu vzhl’adom na operáciu násobenia tried
po prvkoch (Ha)(Hb) = Hab.

• ak G je komutat́ıvna, tak aj G|H je komutat́ıvna

• ak G je cyklická, tak aj G|H je cyklická

• neutrálny prvok He = H

• inverzný prvok (Ha)−1 = Ha−1

Veta 33 (Základná veta o homomorfizme grúp) Nech f : G → H je
surjekt́ıvny homomorfizmus. Potom G|Kerf je izomorfný s H.

1.17 Grupy permutácíı

Defińıcia 62 Permutáciou na množine A sa nazývame l’ubovol’né bijekt́ıvne
zobrazenie f : A→ A.

Defińıcia 63 Cyklickou permutáciou (alebo cyklom) prvkov a1, a2, ..., ak množiny
X nazývame permutáciu ϕ, ktorá každý prvok ai, i ∈ {1, ..., k − 1} zobraźı
na ai+1 a ak zobraźı na a1 a ostatné prvky množiny ponechá na mieste.

Č́ıslo k nazývame d́lžka cyklu.

Defińıcia 64 Hovoŕıme, že cykly (a1, a2, ..., an) a (b1, b2, ..., bm) sú disjunktné,
ak množiny {a1, a2, ..., an} a {b1, b2, ..., bm} sú disjunktné.

Veta 34 Každá permutácia z Sn rôzna od identickej sa dá naṕısat’ v tvare
súčinu cyklov d́lžky aspoň 2. Ak odhliadneme od poradia cyklov v súčine,
tak toto vyjadrenie je jednoznačné.

Veta 35 Rád permutácie, ktorá je súčinom navzájom disjnuktných cyklov
je najmenš́ı spoločný násobok ich d́lžok.

Defińıcia 65 Cykly d́lžky 2 nazývame transpoźıcie. Permutácia sa nazýva
párna, ak je súčinom párneho počtu transpoźıcíı. Inak sa permutácia nazýva
nepárna.

Veta 36 Každá permutácia sa dá aspoň jedným spôsobom naṕısat’ v tvare
súčinu transpoźıcíı.
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1.18 Okruhy

Defińıcia 66 Okruhom rozumieme usporiadanú trojicu (A,+, ·), kde

1. (A,+) je komutat́ıvna grupa

2. · je asociat́ıvna binárna operácia

3. · je distribut́ıvna operácia vzhl’adom na +

Ak · je komutat́ıvna, tak hovoŕıme o komutat́ıvnom okruhu.
Ak · má neutrálny prvok, tak hovoŕıme o okruhu s jednotkou.

Defińıcia 67 Okruh (B,⊕,�) je podokruh okruhu (A,+, ·), ak plat́ı:

1. B ⊆ A

2. ∀a, b ∈ B : a⊕ b = a+ b

3. ∀a, b ∈ B : a� b = a · b

Defińıcia 68 Charakteristikou okruhu A nazývame najmenšie prirodzené
č́ıslo k > 0 také, že k × a = 0 pre ∀a ∈ A, kde k × a = a+ a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸

k-krát

Defińıcia 69 Neprázdna podmnožina I okruhuA sa nazýva l’avým (pravým) ideálom
okruhu A, ak plat́ı:

1. ∀a, b ∈ I : (a− b) ∈ I

2. ∀a ∈ I, r ∈ A : r · a ∈ I resp. a · r ∈ I

Defińıcia 70 Hovoŕıme, že okruh A je izomorfný s okruhom A′, ak existuje
bijekcia ϕ : A→ A′ taká, že zachováva sčitovanie a násobenie.

Defińıcia 71 Homomorfizmus okruhu (A,+, ·) do okruhu (B,⊕,�) je každé
zobrazenie f : A→ B, o ktorom plat́ı:

1. ∀a, b ∈ A : f(a+ b) = f(a)⊕ f(b)

2. ∀a, b ∈ A : f(a · b) = f(a)� f(b)
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Veta 37 Ak f, g : A→ B sú homomorfizmy, tak aj f+g je homomorfizmus.

Veta 38 Ak f, g : A→ B sú homomorfizmy, tak aj f · g je homomorfizmus.

Veta 39 Ak I je ideál okruhu A, tak množina A|I všetkých tried akt́ıvnej
grupy A podl’a podgrupy I s operáciami ∀a, b ∈ A:

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I

(a+ I)(b+ I) = ab+ I

tvoŕı okruh, ktorý nazývame faktorový okruh.

Ak A je komutat́ıvny, tak aj A|I je komutat́ıvny.
Ak A je s jednotkou, tak aj A|I je s jednotkou.

Defińıcia 72 Hovoŕıme, že ideál I okruhu A je prvoideálom, ak pre ∀a, b ∈
A : a · b ∈ I ⇒ a ∈ I ∨ b ∈ I.

Defińıcia 73 Hovoŕıme, že ideál I okruhu A je maximálny, ak I 6= A a
zároveň ∀ ideály J : I ⊆ J ⊆ A⇒ I = J ∨ A = J .

Veta 40 Faktorový okruh A|I komutat́ıvneho okruhu s jednotkou je obor
integrity ⇔ ked’ I je prvoideál.

Veta 41 Faktorový okruh A|I komutat́ıvneho okruhu s jednotkou je pole ⇔
ked’ I je maximálny ideál.

Defińıcia 74 Okruh A nazývame oborom integrity ak má aspoň 2 prvky a
pre ∀a, b ∈ A, a 6= 0, b 6= 0 plat́ı a · b 6= 0.

Defińıcia 75 Hovoŕıme, že okruh A je teleso, ak má aspoň 2 prvky a ∀a ∈
A, a 6= 0 : ∃a′ ∈ A : a · a′ = a′ · a = 1

Defińıcia 76 Komutat́ıvne teleso nazývame pole.

Veta 42 Nech A je obor integrity. Potom v A platia tzv. obmedzené
pravidlá o kráteńı, ∀a, b, c ∈ A, a 6= 0 :

1. ab = ac⇒ b = c



KAPITOLA 1. ALGEBRA 20

2. ba = ca⇒ b = c

Defińıcia 77 Zlomkom nad oborom integrity D nazývame usporiadanú dvo-
jicu (a, b), kde a, b ∈ D, b 6= 0.

Dva zlomky nazývame ekvivalentnými ((a, b) ≡ (a′, b′)) ⇔ ab′ = a′b.

Súčet zlomkov definujeme (a, b) + (c, d) = (ad+ bc, bd).
Súčin zlomkov definujeme (a, b)(c, d) = (ac, bd).

Defińıcia 78 Podielové pole Q(D) oboru integrity D je množina všetkých
tried ekvivalencie [(a, b)] zlomkov nad D. Súčet a súčin tried sú definované
nasledovne:

[(a, b)] + [(c, d)] = [(a, b) + (c, d)]

[(a, b)][(c, d)] = [(a, b)(c, d)]

1.19 Okruhy hlavných ideálov

Defińıcia 79 Hovoŕıme, že x ∈ A generuje ideál I komutat́ıvneho okruhu A
s jednotkou, ak I = xA = {xa | a ∈ A}.

Ideál I generovaný nejakým x ∈ A nazývame hlavný.

Defińıcia 80 Komutat́ıvny okruhA s jednotkou nazývame okruh hlavných ideálov,
ak každý ideál v A je hlavný.

Defińıcia 81 Nech A je komutat́ıvny okruh. Hovoŕıme, že a deĺı b, a|b, ak
∃c : b = cȧ, a, b, c ∈ A.

Defińıcia 82 Nech A je komutat́ıvny okruh s jednotkou. Hovoŕıme, že d ∈ A
je najväčš́ım spoločným delitel’om prvkov a, b ∈ A, ak plat́ı:

1. d|a ∧ d|b

2. c|a ∧ c|b, tak c|d

Veta 43 Každé dva prvky z okruhu hlavných ideálov majú najväčšieho spoločného
delitel’a.
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Defińıcia 83 Prvok p z okruhu hlavných ideálov A nazývame ireducibilným
prvkom, ak p má iba nevlastných delitel’ov, tj. delia ho iba delitele jednotky
a prvky s ńım asociované.

Asociované prvky sú ∀a, b : a|b ∧ b|a.

Veta 44 Každý prvok a ∈ A, A je okruh hlavných ideálov, a nie je delitel’ 1,
sa dá naṕısat’ jediným spôsobom v tvare:

a = a0p1p2...pn

kde pi sú ireducibilné prvky z A (až na poradie a asociovanost’) a a0 je
delitel’ 1.

Veta 45 (Vlastnosti delitel’nosti)

1. tranzit́ıvnost’: a|b ∧ b|c⇒ a|c

2. všetky prvky delia 0:

(a) 0|0 pretože 0 = 0 · 0
(b) a|0 pretože 0 = a · 0

Defińıcia 84 Nech A je podokruh B. Prvok n ∈ B je algebraický nad A,
ak existujú a0, a1, ..., an ∈ A tak, že

a0 + a1n+ a2n
2 + ...+ ann

n = 0

pričom aspoň jedno ai 6= 0.
V opačnom pŕıpade n voláme transcendentný.

1.20 Okruhy polynómov

Defińıcia 85 Nech B je komutat́ıvny okruh s jednotkou, nech A je podokruh
B, pričom 1 ∈ A. Nech d’alej x ∈ B. Hovoŕıme, že okruhA[x] je okruh polynómov v neurčitej x
nad okruhom A, ak pre l’ubovol’né f(x), g(x) ∈ A[x] plat́ı f(x) = g(x) ⇔
postupnosti ich koeficientov sa rovnajú.

Veta 46 Ku každému komutat́ıvnemu okruhu A s jednotkou existuje okruh
polynómov A[x], ktorý je určený jednoznačne až na izomorfizmus.
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Defińıcia 86 Nech f(x), g(x) ∈ F [x], F je pole. Hovoŕıme, že f(x) deĺı g(x),
ak existuje h(x) ∈ F [x] : g(x) = f(x) · h(x), kde {an} · {bn} = cn, cn =∑

i+j=n aibj.

Ak f(x)|g(x) a g(x)|f(x) hovoŕıme o asociovaných polynómoch.

Veta 47 (O deleńı so zvyškom) Nech f(x), g(x) ∈ F [x], g(x) 6= 0. Po-
tom ∃q(x), r(x) ∈ F [x] : f(x) = g(x) · q(x) + r(x), st r(x) < st g(x) a
q(x), r(x) sú jednoznačne určené.

Defińıcia 87 Nech f1(x), ..., fk(x) ∈ F [x]. Potom d(x) ∈ F [x] nazveme
najväčš́ım spoločným delitel’om f1(x), ..., fk(x), ak

1. d(x)|fi(x)∀i

2. h(x)|fi(x)∀i⇒ h(x)|d(x) (h(x) ∈ F [x])

Veta 48 V okruhu polynómov F [x] majú každé dva polynómy najväčš́ı spoločný
delitel’, ktorý je určený jednoznačne až na multiplikat́ıvnu konštantu a dá sa
vypoč́ıtat’ pomocou Euklidovho algoritmu.

Defińıcia 88 Polynómy f1(x), ..., fk(x) ∈ F [x] nazveme nesúdelitel’nými ak
NSD(f1(x), ..., fk(x)) = 1.

Veta 49 f(x), g(x), h(x) ∈ F [x]

• f(x)|g(x) · h(x) ∧NSD(f(x), g(x)) = 1⇒ f(x)|h(x)

• f(x)|h(x) ∧ g(x)|h(x) ∧NSD(f(x), g(x)) = 1⇒ f(x)g(x)|h(x)

Defińıcia 89 Nech f(x), g(x) ∈ F [x]. Potom g(x) je triviálny delitel’ f(x),
ak st g(x) = 0 alebo f(x) ∼ g(x).

Defińıcia 90 Nech f(x) ∈ F [x], st f(x) ≥ 1. Potom f(x) naźyvame ireducibilným v F [x],
ak f(x) má v F [x] iba triviálne delitele.

V opačnom pŕıpade hovoŕıme o reducibilnom polynóme.

Veta 50 (Rozklad na súčin ireducibilných polynómov) Nech polynóm
f(x) = a0 + ...+ anx

n, f(x) ∈ F [x], an 6= 0, n ≥ 1. Potom ∃p1(x), ..., pm(x) ∈
F [x], pi(x) je ireducibilný, také, že plat́ı

f(x) = anp1(x)...pm(x)

pričom rozklad je určený jednoznačne až na poradie.
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Defińıcia 91 Nech F je podpole pol’a F ′. Nech f(x) ∈ F [x]. Potom prvok
c ∈ F ′ nazveme koreňom polynómu f(x) v poli F ′, ak plat́ı

f(c) = a0 + a1c+ ...+ anc
n = 0

Veta 51 Nech F je nadpole F ′, nech f(x) ∈ F [x]. Potom c ∈ F ′ je koreň
f(x)⇔ (x− c)|f(x) v F ′[x].

Defińıcia 92 Nech F je podpole F ′. Potom c ∈ F ′ voláme k-násobným koreňom
f(x) ∈ F [x], ak (x− c)k|f(x) a (x− c)k+1 nedeĺı f(x) v F ′[x].

Defińıcia 93 Pole F sa nazýva algebraicky uzavreté, ak každý polynóm
f(x) ∈ F [x], st f(x) ≥ 1 má v poli F aspoň jeden koreň.

Veta 52 (Steinitzova veta) Ku každému pol’u F existuje algebraicky uza-
vreté nadpole F ′.

Veta 53 (Gaussova veta / Základná veta algebry) Pole komplexných
č́ısiel C je algebraicky uzavreté.

Veta 54 Nech f(x) ∈ F [x], st f(x) ∈ {2, 3}. Potom f(x) je ireducibilný nad
F ⇔ f(x) nemá korene v F .

Veta 55 Nech F je pole. Potom F [x] je okruh hlavných ideálov.

Defińıcia 94 Nech F je pole, nech f(x) = a0 + ...+ anx
n ∈ F [x]. Polynóm

Df(x) = a1+2a2x+...+nanx
n−1 ∈ F [x] nazývame formálnou deriváciou polynómu f(x).

Veta 56 Nech f(x), g(x) ∈ F [x]. Potom

1. D(f(x) + g(x)) = Df(x) +Dg(x)

2. D(f(x) · g(x)) = (Df(x)) · g(x) + f(x) · (Dg(x))

Veta 57 Nech f(x) ∈ F [x], st f(x) ≥ 1. Potom f(x) má v nejakom nadpoli
F aspoň jeden viacnásobný koreň ⇔ st NSD(f(x), Df(x)) ≥ 1.

Veta 58 Nech f(x) = a0 + ...+ anx
n, n ≥ 1, f(x) ∈ F [x]. Ďalej nech c ∈ F .

Potom existujú jednoznačne určené prvky b0, b1, ..., bn ∈ F také, že

f(x) = b0 + b1(x− c) + ...+ bn(x− c)n
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1.21 Rozš́ırenia poĺı

Defińıcia 95 Pole L nazývame jednoduchým algebraickým rozš́ıreńım pol’a
F, F ⊆ L, ak existuje prvok u ∈ L algebraický nad F taký, že pole L = F (u)
je generované množinou F ∪ {u}.
Ak u je transcendentný nad F , hovoŕıme o jednoduchom transcendentnom rozš́ıreńı.

Veta 59 Jednoduché transcendenté rozš́ırenie F (u) pol’a F je izomorfné s
podielovým pol’om Q(F [x]) okruhu F [x] (polynómov 1 neurčitej nad F ).

Defińıcia 96 Minimálnym polynómom prvku u algebraického nad F nazý-
vame normovaný polynóm p ∈ F [x], ktorý je generátorom ideálu {f ∈
F [x] | f(u) = c} (∀f ∈ F [x] teda plat́ı f(u) = c⇔ p|f).

Veta 60 Ak p je minimálny polynóm prvku u algebraického nad pol’om F ,
tak p je ireducibilný nad F .

Jednoduché algebraické rozš́ırenie F (u) sa potom rovná okruhu F [u] = {f(u) | t ∈
F [x]} (TODO: check this), ktorý je izomorfný s faktorovým okruhom.

Defińıcia 97 Stupňom algebraického prvku u nad pol’om F nazývame stu-
peň n jeho minimálneho polynómu nad F . Stupeň n nad F označujeme
n = [u : F ].

Defińıcia 98 Hovoŕıme, že pole F ′ je konečným (nekonečným) rozš́ıreńım
pol’a F , ak F ′ je konečnorozmerným (nekonečnorozmerným) vektorovým
priestorom nad F .

Stupeň rozš́ırenia je [F ′ : F ] := dim F ′ nad F .

Veta 61 Nech F ′ je konečné rozš́ırenie F , F ′′ je konečné rozš́ırenie F ′. Po-
tom F ′′ je konečné rozš́ırenie F a plat́ı:

[F ′′ : F ] = [F ′′ : F ′] · [F ′ : F ]

Defińıcia 99 Pole F ′ nazývame k-násobným algebraickým rozš́ıreńım pol’a
F , ak existujú prvky u1, u2, ..., uk ∈ F ′ a postupnost’ jednotlivých algebraick-
ých rozš́ıreńı

F1 = F (u1), F2 = F1(u2), ..., Fk = Fk−1(uk) = F
′

Veta 62 Ak u je algebraický nad F , tak rozš́ırenie F (u) je konečné nad F
a plat́ı [F (u) : F ] = [u : F ].

Opačne, ak F ′ je konečné rozš́ırenie nad F , tak každý prvok u ∈ F ′ je
algebraický nad F a plat́ı [u : F ] ≤ [F ′ : F ].
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1.22 Konečné polia

Veta 63 Nech [F ′ : F ] = n a |F | = q. Potom |F ′| = qn.

Veta 64 Ak F je konečné pole charakteristiky p, tak existuje m ∈ N také,
že |F | = pn (pritom plat́ı, že charakteristika l’ubovol’ného pol’a je prvoč́ıslo
alebo 0).

Veta 65 Každý prvok z pol’a F , pričom |F | = q, je koreňom polynómu
xp − x ∈ F [x].

Defińıcia 100 Pole F ′ ⊃ F nazývame rozkladovým pol’om polynómu f(x) ∈
F [x], ak je najmenš́ım pol’om, nad ktorým sa dá polynóm f(x) naṕısat’ v
tvare súčinu lineárnych činitel’ov.

Veta 66 Ak p je ireducibilný polynóm nad pol’om F , tak existuje jednoduché
algebraické rozš́ırenie F (u) generované koreňom polynómu p (napr. F [x]/p(x)).

Veta 67 Pre každý polynóm f nad pol’om F, st f > 0, existuje rozkladové
pole f nad F .

Veta 68 Ak L,L′ sú rozkladové polia polynómu f nad F , tak L je izomorfné
s L′.

Veta 69 Pre každé č́ıslo tvaru q = pn, kde p je prvoč́ıslo, n ∈ N, n > 0,
existuje (okrem izomorfizmu) práve jedno q-prvkové pole. Je to rozkladové
pole polynómu xq − x nad Zp.

Veta 70 Každé dve končné polia s rovnakým počtom prvkov sú izomorfné.
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Kapitola 3

Diskrétna matematika

3.1 Výroky a dôkazy

Defińıcia 101 Výrok je:

• tvrdenie, o ktorého pravdivosti alebo nepravdivosti má zmysel uvažovat’

• pravdivý alebo nepravdivý

• oznamovacia veta

Defińıcia 102 Výroková forma alebo formula je výrok, ktorý obsahuje pre-
menné. Ak obsahuje kvantifikátory ∀,∃ tak je to kvantifikovaná formula.

Defińıcia 103 Matematický dôkaz tvrdenia T je konečná postupnost’ a1, a2, ..., an,
kde ai je výrok alebo formula a implikácie a1 → a2, a2 → a3, ..., an−1 → an =
T sú tautológie.

Defińıcia 104 Základné typy dôkazov:

1. Priamy

2. Nepriamy

3. Obmenou (a→ b ≡ ¬b→ ¬a)

4. Matematickou indukciou
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3.2 Relácie

Defińıcia 105 Relácia ϕ je reláciou ekvivalencie na A, ak sṕlňa nasledujúce
vlastnosti:

1. reflex́ıvnost’: ∀a ∈ A : (a, a) ∈ ϕ

2. symetrickost’: ∀a, b ∈ A : (a, b) ∈ ϕ⇔ (b, a) ∈ ϕ

3. tranzit́ıvnost’: ∀a, b, c ∈ A : (a, b) ∈ ϕ ∧ (b, c) ∈ ϕ⇒ (a, c) ∈ ϕ

Pŕıslušnost’ (a, b) ∈ ϕ znač́ıme a ∼ b.

Defińıcia 106 Majme nasledujúce vlastnosti relácie ϕ:

1. asymetrickost’: (a, b) ∈ ϕ⇒ (b, a) /∈ ϕ

2. trichotomickost’: a 6= b⇒ (a, b) ∈ ϕ ∨ (b, a) ∈ ϕ

3. zobrazenie: ϕ ⊆ A×B je zobrazenie ak (∀a ∈ A)(∃!b ∈ B) : (a, b) ∈ ϕ

Relácia sa nazýva čiastočné usporiadanie, ak je tranzit́ıvna a asymetrická.
Relácia sa nazýva (lineárne) usporiadanie, ak je tranzit́ıvna, asymetrická a
trichotomická.

3.3 Množiny a mohutnosti

Defińıcia 107 Systém S ⊆ P (A) sa nazýva rozklad množiny A, ak S je
systém po dvoch disjunktných neprázdnych množ́ın s vlastnost’ou

⋃
M∈SM =

A.

Defińıcia 108 Majme reláciu ekvivalencie a definujme množinu A(x) tak,
že A(x) = {y ∈ A | x ∼ y}. Potom S = {A(x) ∈ P (A) | x ∈ A} je rozklad
množiny A.

Defińıcia 109 Množiny A a B majú rovnakú mohutnost’ ak existuje bijek-
t́ıvne zobrazenie f : A→ B. Znač́ıme |A| ≡ |B|.
Ak existuje injekt́ıvne zobrazenie f : A→ B, potom |A| ≤ |B|.
Ak |A| ≤ |B| ∧ |A| 6= |B|, potom |A| < |B|.



KAPITOLA 3. DISKRÉTNA MATEMATIKA 29

Defińıcia 110 Množina A je spoč́ıtatel’ná ⇔ |A| = ℵ0.
Množina A je konečná ⇔ |A| < ℵ0.

Defińıcia 111 (Kardinálne č́ıslo) Množiny rozdeĺıme do tried ekvivalen-
cie podl’a počtu prvkov. Z každej triedy vyberieme jednu zastupujúcu množinu,
tzv. kardinálne č́ıslo.

|X| = 0 = ∅
|X| = 1 = {∅}
|X| = 2 = {∅, {∅}}
...

Potom definujeme:

• súčet: |A|+ |B| = |A× {∅} ∪B × {{∅}}|

• súčin: |A| · |B| = |A×B|

• mocnina: |A||B| = |Množina ∀ zobrazeńı f : B → A|

3.4 Cantor-Bernsteinova veta

Veta 71 (Cantor-Bernstein)

|A| ≤ |B| ∧ |B| ≤ |A| ⇒ |A| = |B|

Dôkaz 71.1 Dokazujeme, že ak existuje injekcia f : A → B a zároveň in-
jekcia g : B → A, potom |A| = |B|. Vyjadŕıme si množiny A1 = g(B), A2 =
g(f(A)), A3 = g(f(A1)). Dostávame A ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ ... ⊇ Ak ⊇ .... Oz-
načme D =

⋂∞
i=0Ai. Potom A = D ∪ (A − A1) ∪ (A1 − A2) ∪ ... a tiež

A1 = D ∪ (A1 − A2) ∪ (A2 − A3) ∪ ....
. . .

3.5 Cantorova veta

Veta 72 (Cantorova) Pre každú množinu X 6= ∅ plat́ı |X| < |P (X)|, kde
P (X) = {Y | Y ⊂ X}.

Dôsledok 72.1
|X| < 2|X| = P (X)

Dôsledok 72.2 Neexistuje množina všetkých množ́ın.
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3.6 Prinćıp zapojenia a vypojenia

Veta 73 (Zapojenie-vypojenie) Nech A1, A2, ..., An sú konečné množiny.
Pre ∀k = 1, 2, ..., n položme

Sk =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

|Ai1 ∩ Ai2 ∩ ... ∩ Aik |

kde sumačný symbol sa vzt’ahuje na všetky podmnožiny {i1, i2, ..., ik}množiny
{1, 2, ..., n}. Potom

|A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An| =
n∑

k=1

(−1)k+1Sk

Dôkaz 73.1 Úvahou alebo matematickou indukciou vzhl’adom na počet množ́ın.

Veta 74 Nech SA
B je množina všetkých surjekt́ıvnych zobrazeńı z A do B.

Nech |A| = m, |B| = n a B = {b1, b2, ..., bn}. Potom

|SA
B | =

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(n− k)m

Dôkaz 74.1 Všetkých zobrazeńı je nm. Muśıme odpoč́ıtat’ počet nesurjekcíı
|S ′AB |. To sú také zobrazenia f : A → [B − {1 prvok}]. Takýchto zobrazeńı
je (n− 1)m. Takýchto prvkov je

(
n
1

)
, čize celkom je to

(
n
1

)
(n− 1)m zobrazeńı.

Podobne pre dva prvky je to
(

n
2

)
(n − 2)m. Pomocou prinćıpu zapojenia a

vypojenia dostávame celkový počet nesurjekcíı:

|S ′AB | =
n∑

k=1

(−1)k+1
(
n

k

)
(n− k)m

Výsledný počet zobrazeńı je teda

|SA
B | = nm − |S ′AB | =

n∑
k=1

(−1)k
(
n

k

)
(n− k)m

Veta 75 Nech A1, A2, ..., An sú konečné množiny. Nech A(r) označuje počet
prvkov, ktoré sa nachádzajú v práve r množinách a A′(r) označuje počet
prvkov, ktoré sa nachádzajú v aspoň r množinách. Potom

A(r) =
n∑

k=r

(−1)k−r

(
k

r

)
Sk r = 0, 1, ..., n

A′(r) =
n∑

k=r

(−1)k−r

(
k − 1
r − 1

)
Sk r = 1, 2, ..., n
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3.7 Dirichletov prinćıp

Veta 76 Nech X, Y sú konečné množiny a f je zobrazenie množiny X do Y .
Ak |X| > |Y |, tak existuje také y ∈ Y , že aspoň pre dva rôzne prvky x1, x2 ∈
X plat́ı f(x1) = f(x2) = y.

Veta 77 Nech f je zobrazenie množiny X do Y . Nech λ ∈ N+. Ak λ · |Y | <
|X|, tak ∃y ∈ Y také, že množina {x ∈ X | f(x) = y} má mohutnost’ väčšiu
než λ.

3.8 Spernerova veta

Veta 78 (Spernerova) NechA je konečná množina o n prvkoch aA1, A2, ..., Am

sú jej neprázdne konečné podmnožiny také, že Ai /⊆ Aj, i 6= j, tj. nezapadajú
do seba. Potom plat́ı

m ≤
(
n

bn
2 c

)
kde |A| = n, tj. m je maximálny možný počet takých množ́ın.

3.9 Ko:nigova veta

Veta 79 (Ko:nigova o strome) Nech každý vrchol stromu T má konečný
stupeň vetvenia. Ak mám nekonečný počet vrcholov, potom existuje v strome
aspoň jedna nekonečne dlhá vetva.

3.10 Ramseyho č́ısla

Defińıcia 112 Každý graf, ktorý má aspoň R(m,n) vrcholov bud’ obsahuje
Km ako svoj podgraf, alebo doplnok grafu obsahuje Kn ako svoj podgraf.

Veta 80 (E:rdos, Sekeres) Pre m,n ≥ 2 plat́ı:

R(m,n) ≤ R(m,n− 1) +R(m− 1, n)

Veta 81 Pre m,n ≥ 2 plat́ı:

R(m,n) ≤
(
m+ n− 1
n− 1

)
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Veta 82 (Ramseyho) Pre l’ubovol’ném,n ≥ 2,m, n ∈ N existuje prirodzené
č́ıslo R(m,n) také, že pre každé č́ıslo r ≥ R(m,n) plat́ı, že pri l’ubovol’nom
zafarbeńı hrán grafu Kr dvoma farbami v ňom existuje jednofarebný podgraf
Km ofarbený prvou farbou alebo jednofarebný podgraf Kn ofarbený druhou
farbou.

3.11 Systémy reprezentantov

Veta 83 (Hallova) Pre systémM = (S1, S2, ..., Sm) existujem-tica navzájom
rôznych reprezentantov práve vtedy, ked’ zjednotenie l’ubovol’ných k-množ́ın
obsahuje aspoň k prvkov.

Veta 84 (Ko:nigova) V l’ubovol’nej binárnej matici je najväčš́ı počet po
dvoch nezávislých jendotlivých prvkov rovný najmenšiemu počtu buniek pokrý-
vajúcich všetky jednotky.



Kapitola 4

Pravdepodobnost’ a štatistika
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