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Tento dokument vznikol v janudari 2005 pocas tyzdna pred statnou skuskou
z Matematiky v ramci odboru Informatika. Je to vlastne extrakt a prepis via-
cerych dobrych materidlov. Sluzit’ ma na lepsie a hlavne rychlejsie pochope-
nie celej matematickej ¢asti spolocného zakladu.

Vzhl'adom na rozsiahlost’ celej problematiky a limitovany ¢as, dokument
pokryva len istd cast’ uciva. Ked'ze som skusku uspesne absolvoval, je vysoko
nepravdepodobné, ze budem v aktualizacii dokumentu pokracovat’. Ak sa
vSak najde niekto, kto by mal v rdamci svojho ucenia zaujem o doplnenie ¢i
dokoncenie materidlu, budem rad ked’ ma kontaktuje. Papierové materialy
mu rad poskytnem.

Dokument je pisany v publikacnom systéme KTEX a spravovany v ramci CVS
archivu Platon SDG, slovenskej skupiny zaoberajicej sa najmé vyvojom a
propagdaciou otvoreného softvéru. Aktudlna verzia materidlu sa nachadza
na http://platon.sk/projects/statnica-matematika/.

Kontaktovat’ nas mozete na e-mailovej adrese platon@platon.sk alebo aj
prostrednictvom nasej internetovej webstranky http://platon.sk/.

Osobitné pod’akovanie patri LUBOMIROVI HOSTOVI za vytvorenie skvelého
pracovného a zostavovacieho ramca pre pracu so systémami KTEX a pdfTEX.
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Kapitola 1

Algebra

1.1 Uvod

Definicia 1 Usporiadand dvojica: (a,b) = {{a},{a,b}}

Definicia 2 Kartezidnsky sucin A, B: A x B ={(a,b) | a € A,b € B}

Definicia 3 Relacia ¢: ¢ C A x B

1. reflexivna: (z,x) € ¢
2. symetrickd: (z,y) € p = (y,z) € ¢

3. tranzitivna: (z,y) € o A (y,2) € p = (x,2) € ¢
Definicia 4 Zobrazenie: taka relicia ¢, ze Ve € A: 3y € B : (x,y) € ¢

e injektivne: Vo,y € A:x #y = ¢(x) # ¢(y)
e surjektivne: Vy € B: dz € A: p(z) =y

e bijektivne: injektivne a surjektivne zaroven

Definicia 5 Binarna operécia:

e komutativna: axb=0b=*a
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e asociativna a x (bxc) = (axb) xc

e neutralny prvok e:
rxe=ux
exxr ==

e inverzny prvok x’:

rxx =e
r’xr=e

1.2 Struktiry

Definicia 6 Usporiadana dvojica (G, +) sa nazyva pologrupa, ak plati:
1. G#0
2. + je asociativna bindrna operacia na G

Definicia 7 Usporiadana dvojica (G, +) sa nazyva grupa, ak plati:

1. (G,+) je pologrupa
2. + ma neutralny prvok e

3 VeeG: I eG:ax+a'=a"+x=e
Definicia 8 Usporiadana trojica (A, +, o) sa nazyva okruh, ak plati:

1. (A, +) je komutativna grupa
2. o je binarna asociativna operacia na A

3. o je distributivna vzhl'adom na +

Ak o ma e, tak okruh nazyvame okruh s jednotkou.
Ak o je komutativna, tak okruh nazyvame komutativny okruh.

Definicia 9 Usporiadand trojica (A, +, o) sa nazyva obor integrity, ak plati:

1. (A, +,0) je okruh
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2. Va,be A:a#0Nb#0=ao0b#0
Definicia 10 Usporiadand trojica (A, +, o) sa nazyva teleso, ak plati:

1. (A, +,0) je obor integrity

2. (A, +,0) ma neutralny prvok operacie o
Definicia 11 Usporiadana trojica (A, +, o) sa nazyva pole, ak plati:

1. (A, +,0) je teleso

2. o je komutativna

1.3 Vektorové priestory

Definicia 12 Vektorovy priestor nad pol'om F je usporiadand trojica (V, +, @),
ktora:

1. (V,+) je komutativna grupa

2. ¢ je zobrazenie ¢ : F' x V — V zapisované ¢(c, a) = ca, v ktorom pre
a,be Faa,B eV plati:

(c) a(b ) (ab)a

Definicia 13 Hovorime, ze ststava a;, s, ..., a,, vektorov je linedrne zavisla,
ak aspon jeden z nich je linearnou kombindaciou zostavajucich.

Definicia 14 Vektorovy priestor (V', @, 1) nazyvame podpriestor vektorového
priestoru (V) +, ¢), ak plati:

1. vicVv
2. Vo, eV ia®df=a+0
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3. Vee FNa e V' :¢(c,a) = p(c,a)

Definicia 15 Béazou vektorového priestoru F' nazyvame linedrne nezavisld
stustavu vektorov aq, s, ..., a, z V nad F' taku, ze sustava generuje vektorovy
priestor V. Oznacujeme [aq, ag, ...,a,] =V

Cislo n je pocet vektorov v baze a nazyvame ho dimenzia vektorového priestoru.

Veta 1 (Steinitzova o vymene) Nech V je vektorovy priestor, ay, ag, ..., ay,
st I'ubovol'né vektory z V' také, ze V = [aq, ag, ..., ). Nech By, Ba, ..., B s
linedrne nezavislé vektory.

Potom existuje oy, , iy, ..., iy, také, ze [B1, Ba, ooy By Qiyy Qigy ooy i | = V.

1.4 Stucty podpriestorov

Definicia 16 Nech S, T st podpriestory vektorového priestoru V' nad F.
Potom ich linedrnym su¢tom nazyvame mnozinu

S+T={a+p|aecS pBeT}

Veta 2 Nech S a T st podpriestory V. Potom aj S + T je podpriestor V.

Veta 3 Nech S a T su podpriestory V.
Potom dim(S +T') = dim(S) + dim(T) — dim(SNT).

Definicia 17 Nech S a T st podpriestory V, nech S NT = {0}.
Potom S + T nazyvame direktny sicet S a T a oznacujeme ho S @ T.

1.5 Linarne zobrazenia

Definicia 18 Nech V' a W su vektorové priestory nad F'.
Zobrazenie ¢ : V — W sa nazyva linedrne zobrazenie ak, Vo, 5 € V,Vc € F"

L p(a+8) = p(a) + ¢(8)

2. p(ca) = cp(a)
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Veta 4 (Zakladna veta o linearnych zobrazeniach) Nech oy, as, ..., a,
je béza vektorového priestoru V. Nech (1, 5s, ..., 5, st l'ubovol'né (TODO asi
je to blud, tiez ma byt baza?!) vektory z W. Potom 3! linedrne zobrazenie
p:V — W, pre ktoré plati:

()0(051) = ﬁla 90(042) = 527 X gD(Oén) = ﬁn

Toto zobrazenie je dané predpisom

olcraq + catg + ...+ cpay) = 101 + cfs + ...+ .

Definicia 19 Matica linearneho zobrazenia ... TODO nechapem

Veta 5 (Kompozicia linedrnych zobrazeni) Nech ¢ : U(F) — V(F) a
Y @ V(F) — W(F) st linedrne zobrazenia. Potom aj ¢ o ¢ (= 9(p)) je
linedrne zobrazenie.

Veta 6 Matica kompozicie dvoch linedrnych zobrazeni je su¢in matic tychto
linedrnych zobrazeni v tomto poradi.

Veta 7 (Inverzné linedrne zobrazenie) Inverzné zobrazenie k linedrne-
mu zobrazeniu, ak existuje, je opét’ linearne.

Definicia 20 Nech ¢ : V(F) — W(F) je linedrne zobrazenie.

e Jadro zobrazenia ¢ je mnozina takych a € V(F), pre ktoré ¢(a) = 0.

e Jadro zobrazenia ¢ je tiez funkcia Ker(p) = {x € V | p(z) = 0}.

e Obraz zobrazenia ¢ je mozina takych 5 € W(f), pre ktoré Ja € V(f) :
p(a) = 0.

e Obraz zobrazenia ¢ je tiez funkcia Im(p) = {¢(z) e W | x € V}.

1.6 Matice

Definicia 21 Nech F' je pole. Obdiznikov4 tabul’ka prvkov pol'a F's m riadkami
a n stlpcami sa nazyva matica typu m x n nad polom F.

Definicia 22 Transponovanou maticou k matici A =|| a;; || typu m x n je
matica B = AT =|| b;; || typu n x m s vlastnost'ou b;; = aj;.
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Definicia 23 Riadkovym priestorom matice A =|| a;; || typu m x n je vek-
torovy podpriestor F generovany vsSetkymi riadkovymi vektormi matice.

Definicia 24 Riadkovou (stipcovou) hodnost'ou matice A =|| a;; || typu

m x n rozumieme dimenziu jej riadkového (stlpcového) priestoru.

Definicia 25 Elementarna riadkova operacia na matici A nad F je:

1. vzdjomna vymena dvoch riadkov
2. vynasobenie niektorého riadku nenulovym prvkom c € F'
3. pripocitanie i-tého riadku k j-tému riadku

Definicia 26 Matice A a B su riadkovo ekvivalentné, ak existuje konec¢na
postupnost’ elementarnych riadkovych operacii, ktorymi upravime A na B.

Relacia riadkovej ekvivalencie je relaciou ekvivalencie.

Definicia 27 Matica A typu m x n nad F je trojuholnikova redukovana, ak
platia nasledujice tvrdenia:

1. veduci prvok kazdého nenulového riadku je 1

2. nech tq,t,, ..., t; je postupnost’ indexov veducich prvkov, potom je tato
postupnost’ rastica

3. vSetky prvky matice A leziace nad a pod vedicim prvkom su nuly
4. kazdy nulovy riadok matice A sa nachadza za I'ubovol'nym nenulovym
riadkom matice A

Veta 8 Riadkovo ekvivalentnym maticiam prislicha ten isty vektorovy priestor.

Veta 9 (Redukcia 'ubovol'nej matice) Kazda matica je riadkovo ekvi-
valentna s nejakou trojuholnikovou redukovanou.
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1.7 Systémy linearnych rovnic

Definicia 28 Korei (riesenie) ststavy Vi € 1.m " a;z; = b; je kazda
usporiadana n-tica z 21, 22, ..., 2, 0 ktorej plati Vi € 1.m Z?:l a;jz; = b;.

Definicia 29 Systém linearnych rovnic nazyvame homogénny, ak ma tvar
Viel.m E?:l QT = 0

Definicia 30
Matica sustavy: TODO picture
Rozs§irend matica sistavy: TODO picture

Veta 10 (Frobeniova) Sustava linedrnych rovnic mé aspon jeden koren
prave vtedy, hodnost’ matice tejto stistavy sa rovna hodnosti rozsirenej mat-
ice sustavy. TODO think about this!

Veta 11 Mnozina vsetkych korenov homogénnej sustavy linedrnych rovnic
tvori vektorovy podpriestor vektorového priestory F™.

Definicia 31 Fundamentalny systém homogénnej sistavy linearnych rovnic
je kazda baza vektorového priestoru vsetkych korenov tejto sustavy.

Veta 12 Nech ststava linearnych rovnic mé aspon jeden koren, nech je to
B = (y1,92, ..., Yn). Potom kazdy koren tejto stustavy sa da napisat’ v tvare
v = B+ a, kde a je vhodny koren homogénnej stistavy prislichjicej k danej
sustave.

1.8 Determinanty

Definicia 32 Nech A je stvorcova matica stupna n nad F. Determinantom
matice A oznacujeme sucet

Z (—1)7'(@)@17@(1)612,@(2)...anw(n) = |A|
peP({1..n})

kde P je mnozina permutécii prvkov {1..n} a 7(p) je parita permutécie ¢.
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Definicia 33 Minor prislichajuci prvku a;; je matica, ktord vznikne vypustenim

i-teho riadka a j-teho stipca. Oznacujeme M,;;. Ak i = j, hovorime o hlavnom minore.

Definicia 34 Algebraickym doplnkom prvku a;; matice A nazyvame ¢islo
A;; = (=1)""|M;;|. Definicie sa roznia: niekde je uvadzané, ze A;; je to isté

ako M;;, teda nie skalédr, ale matica. My budeme pouzivat’ prvi definiciu.

Veta 13 Nech A je typu n x n nad F'. Potom:

1. ak k i-temu riadku pripocitame j-ty riadok, determinant sa nezmeni
2. ak vymenime medzi sebou dva riadky, determinant zmeni znamenienko

3. ak vynasobime i-ty riadok nenulovym skalarom ¢ € F', potom determi-
nant upravenej matice bude c-nasobkom povodnej matice

Veta 14 Ak A je typu n x n nad F', potom |A| = |AT].

Veta 15 (Laplaceov rozvoj)
Viel.n: |A‘ = ailAil + CLiQAiQ + ...+ amAm

VJ el.n: ’A‘ = alelj + CLQjAQj + ...+ anjAnj

Veta 16 Ak A typu n x n je reguldrna, potom A~ = ﬁade, kde adjA =
(...TODOpicture...)

Veta 17 (Cramerovo pravidlo) Ak determinant matice A systému n linedrnych
rovnic o n neznamych je nenulovy, tak systém ma prave jedno rieSenie tvaru:

DDl D]
2 g eeey b |A

LA |A]

kde D; je matica, ktora vznikne z A nahradenim i-teho Stipca absolutnymi
¢lenmi (tj. pravou stranou sustavy).



KAPITOLA 1. ALGEBRA 11
1.9 Euklidovské priestory

Definicia 35 Euklidovsky priestorom nazyvame usporiadanid dvojicu (E, p),
kde F je vektorovy priestor nad R a ¢ : E x E — R je zobrazenie nazyvané
skldrny sucin (zapisujeme (o, ) = («,3)) pricom Vo,o/, 3 € E,Ve € R
plati:

L. (a,0) > 0,(0,0) =0 a=0
2. {a+ o', f) = (a, f) + (. )
3. (@, 0) = (6,q)

4. {ca, B) = c{a, )

Definicia 36 Matica skalarneho sicinu ¢ je matica || ¢;; ||, pre ktord plati

(@,8)=a || ¢y |l B -

Definicia 37 Dizka (norma) vektora o je || a ||= /{a, @)

Definicia 38 Uhol ¢ vektorov « a (3 je cosp = ||aaH||ﬁH

Veta 18 V euklidovskom vektorovom priestore plati:

Lle-all=ld- [l ol
2. |a||>0prea#0
3. o, B) <[ || - || B | (Schwarzova nerovnost’)
4. la+B < all+ 5] (Trojuholnikové nerovnost’)

Definicia 39 Nech aj,a9,...,a,, € E(V,¢). Nech Vi,j € {1..n} také, ze
i # j plati:

e (o, a;) =0, potom vektory aq, @, ..., a,, st ortogonalne

o (ov,a;) =0a| «o; ||[=1, potom vektory oy, as, ..., , st ortonormalne
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Definicia 40 Nech M je podmnozina vektorového priestoru E.
Potom ortogonalnym doplnkom mnoziny M nazyvame mnozinu

M*={a|ac EAVBE M : {a,p) =0}

Definicia 41 Nech ay,aq,...,a,, € (E,¢) a dim(E,¢) = n. Potom vek-
tory ag, as, ..., ay, tvoria ortonormalnu bézu vektorového priestoru E, ak su
ortonormalne, tj. si ortogonalne s dlzkou 1.

Veta 19 Ortogonalne vektory Euklidovského vektorového priestoru si linearne
nezavislé.

Ak je pocet ortogonalnych vektorov taky aka je dimenzia priestoru, po-
tom tvoria ortogondlnu bazu priestoru. Ak su navySe ortonormaélne, tvoria
ortonormalnu bazu.

Veta 20 (Gramm-Schmidtova ortogonalizaénd metéda) Nech vekto-
Ty a, Qa, ..., Oy, SU linedrne nezavislé z euklidovského vektorového priestoru E.
Potom existuje ortonormalna baza (31, 3s, ..., 3, taka, ze

[041,062, 7an] - [ﬁl?ﬁ% 7/811]

Priklad 1 a1 = (1,0,0,1), a2 = (0,1,0,2), s = (0,0,1,2)
f1=a;=(1,0,0,1)

B2 = ay + co1 31, takze (B1,32) = 0= co1 = B

B3 = a3 + 3202 + c3101, takze (81, F3) = 0 A (B, B3) = 0 = c32,c31 = 3

Nakoniec 31, B2, f3 normalizujeme.

1.10 Kvadratické formy

Definicia 42 Nechn € N, d’alej i, 5 € {1, ...,n} atiez z1, ..., x,, sS4 premenné.
Potom kvadratickou formou n premennych zy, ..., z,, nazyvame vyraz

n n
E E aijxixj

i=1 j=1

kde a;; € F.
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Definicia 43 Kvadratickd forma f(z,y) = zAy’ je kladne defnitnd, ked’
pre x # 0,y # 0 je vzdy f > 0.
Ak pre z # 0,y # 0 je f > 0, hovorime o kladnej seminidefinitnosti.

Veta 21 (Maticka kvadratickej formy) Kazdu kvadraticki formu n pre-
mennych xq, 2o, ..., x, je mozné vyjadrit’ prave jednym sposobom v tvare
X A-XT kde X = (x1,72,...,7,) a A je stvorcovd symetrickd matica
stupna n.

Veta 22 (Kanonicky tvar kvadratickej formy) Kazdu kvadraticku for-
mu n premennych x, To, ..., r, mozno vhodnou linearnou transformaciou pre-
mennych upravit’ na tvar y; + ... + ¥z — Yppq — ... — Y2, kde s < n.

Veta 23 (Silvestrov zakon zotrvaénosti) Ak kvadratickd formu upravime
dvoma sposobmi tak, ze v novych formach vystupuju iba druhé mocniny pre-
mennych s koeficientami +1, tak pocet kladnych aj pocet zapornych druhych
mocnin je v obidvoch forméach rovnaky.

Veta 24 (Silvestrova podmienka) Kvadratickd forma X - A - X7 so sy-
metrickou maticou A =|| a;; || je kladne semidefinitnd prave vtedy, ked’ pre
kazdé k € {1,...,n} je Dy > 0, kde Dy, je determinant matice

TODO picture

TODO nieco o stvorcovych maticiach

1.11 Podobnost’ matic

Definicia 44 Regularna matica je kazda Stvorcova matica stupna n, ktorej
hodnost’ je n. V opa¢nom pripade hovorime o singularnej matici.

Definicia 45 Matice A a B typu n x n nazyvame podobnymi, ak existuje
reguldrna matica P typu n x n takd, ze B = PAP~! (ide o relaciu ekviva-
lencie).

Definicia 46 Nech ¢ : V(R) — V(R) je linedrne zobrazenie, nech ay, o, ..., oy,
je l'ubovol'na béza V(R). Nech p(a;) = a0 +apas+...+a;o, prei € 1.n.
Potom maticou transformécie ¢ vzhl'adom na bazu aq, ao, ..., o, nazyvame
maticu

TODO PICTURE
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Veta 25 Nech A je matica linedrneho zobrazenia ¢ : V(R) — V(R) vzhl'adom
na bazu oy, s, ..., ay,. Nech X je n-tica siradnic vektora a € V(R) vzhl'adom
na bazu a;. Potom Y = XA je n-tica siradnic vektora ¢(«) vzhl'adom na
&

Veta 26 Nech A je matica linearneho zobrazenia ¢ vzhl'adom na bazu ay, as, ..., a,.
Nech B je matica vzhl'adom na bazu 1, (s, ..., 8,. Nech P je matica prechodu
od bazy a1, s, ..., a, k béze 31, Bs, ..., Bn. Potom B=P-A-P7L

Veta 27 Nech f,g : V(R) — V(R) st linedrne zobrazenia vzhladom na
aq, Q, ..., o, Dalej nech My je matica f, M, je matica g. Potom:

1. matica linedrneho zobrazenia f + ¢g vzhl'adom na oy, ..., o, je My + M,
2. matica linedrneho zobrazenia c - f vzhl'adom na ay, ..., o, je ¢ - My

3. matica linedrneho zobrazenia f o g vzhl'adom na oy, ..., a,, je My - M,

1.12 Vlastné cisla

Definicia 47 Vektor o € V, a # 0 je charakteristickym (vlastnym) vektorom
linedrneho zobrazenia f : V — V, ak existuje skaldr ¢ € F' s vlastnost’ou

fla) = ca.
Skalar ¢ s touto vlastnost’ou nazyvame charakteristickou (vlastnou) hodnotou
zobrazenia.

Definicia 48 Charakteristickd hodnota matice A linearneho zobrazenia je

A-a=c-a

Aa=cca—A-a=c-l-a—»A—c-I)-a=0c|A—c-I|=0

Determinant matice A — ¢ - I je charakteristicky polynom.

TODO nieco o ortogonalnych maticiach
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1.13 Grupy

Definicia 49 Usporiadand dvojica (G, *) sa nazyva grupa, ak plati:
1. G#0
2. % je asociativna bindrna operacia na G
3. * ma neutralny prvok e

4. Ve eG:r1eG:oxxt=xlxx=e¢

Definicia 50 Grupa (H, %) je podgrupa grupy (G, o), ak plati:
1. HC G

2. Ya,be H:axb=aob

Definicia 51 Grupa (G, *) sa nazyva cyklickd, ak existuje prvok a € G taky,
ze plati [a] = G.

Definicia 52 V grupe (G, *) definujeme pre kazdé n € Z a pre Va € G
grupovi mocninu a” takto:

e ad"=gaxax...xaqpren >0
N———

n-krat

eat=glxalx. . xalpren=—-k<0
k-krat

Definicia 53 Nech a € G. Najmensie kladné celé ¢islo k > 0 s vlastnost’ou

a* = e nazyvame rad prvku a. Ak také ¢islo neexsituje, rad prvku je oo.

Definicia 54 Hovorime, ze grupa (G, x*) je izomorfng s grupou (H,o), ak
existuje bijekcia ¢ : G — H, pre ktort plati: p(a * b) = ¢(a) o p(b).

Zobrazenie ¢ nazyvame izomorfizmus.

Veta 28 (Cayley) Kazda grupa je izomorfnd s nejakou grupou transformé-
cii.

Veta 29 Kazda podgrupa cyklickej grupy je cyklicka.



KAPITOLA 1. ALGEBRA 16
1.14 Rozklady na grupach

Definicia 55 Rozkladom mnoziny A rozumieme taky systém M jej neprazd-
nych podmnozin, ze:

L Unpent Mi = A

Definicia 56 Nech H je podgrupa grupy (G, ). Potom l'avou triedou G podl'a H
uréenou prvkom a nazyvame mnozinu a x H = {axh | h € H}.

Veta 30 Nech H je podgrupa G. Potom ¢|y = {zH | * € G} je rozklad
na G, pricom tH = {zh | h € H}.

Veta 31 (Lagrangeova veta) Nech G je konetnd grupa a H jej podgrupa.
Potom |H| | |G], tj. pocet prvkov podgrupy deli pocet prvkov grupy.

1.15 Homomorfizmus graup

Definicia 57 Zobrazenie f : G — H, kde (G, o) a (H, %) st grupy, nazyvame
homomorfizmus, ak Vz,y € G : f(zoy) = f(x) * f(y).

Definicia 58 Podgrupa H grupy G sa nazyva invariantnou (normdlnou)
podgrupou, ak Vo € G : xH = Hx, resp. Vo € G : 2 'Hx C H.

Definicia 59 Mnozinu Z(G) = {g € G | Vo € G : g *x x = x % g} nazyvame
centrum grupy (G, *).

1.16 Faktorové grupy

Definicia 60 Pre triedy grupy (G, *) podl'a jej podgrupy H je faktorizovand grupové operacia
urcend vzt'ahom (Ha) * (Hb) = H(a % b), kde a,b € G.

Definicia 61 Mnozina |y vsetkych tried grupy (G, *) podl'a jej normélne;
podgrupy H, sa nazyva faktorova grupa.
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Veta 32 Mnozina “|y tvori grupu vzhl'adom na operéciu néasobenia tried
po prvkoch (Ha)(Hb) = Hab.

e ak G je komutativna, tak aj “|y je komutativna
e ak G je cyklicka, tak aj “| je cyklicka
e neutralny prvok He = H
e inverzny prvok (Ha) ' = Ha™!
Veta 33 (Zakladnd veta o homomorfizme grip) Nech f: G — H je

surjekt{vny homomorfizmus. Potom ©|f.,; je izomorfny s H.

1.17 Grupy permutacii

Definicia 62 Permutéaciou na mnozine A sa nazyvame I'ubovol'né bijektivne
zobrazenie f : A — A.

Definicia 63 Cyklickou permutéciou (alebo cyklom) prvkov ay, as, ..., a; mnoziny
X nazyvame permutaciu ¢, ktord kazdy prvok a;,i € {1,...,k — 1} zobrazi
na a;y1 a ax zobrazi na a; a ostatné prvky mnoziny ponechad na mieste.

Cislo k nazjvame dizka cyklu.

Definicia 64 Hovorime, ze cykly (a1, as, ..., ay) a (b1, be, ..., by,) st disjunktné,
ak mnoziny {ai, as, ...,a,} a {b1, ba, ..., b,y } s disjunktné.

Veta 34 Kazda permutécia z S, rozna od identickej sa da napisat’ v tvare
sucinu cyklov dlzky aspon 2. Ak odhliadneme od poradia cyklov v sicine,

tak toto vyjadrenie je jednoznacné.

Veta 35 Rad permutécie, ktora je suc¢inom navzajom disjnuktnych cyklov

je najmensi spolo¢ny nasobok ich dizok.

Definicia 65 Cykly dlzky 2 nazyvame transpozicie. Permutéacia sa nazyva
parna, ak je suc¢inom parneho poctu transpozicii. Inak sa permutéacia nazyva
neparna.

Veta 36 Kazda permutécia sa dé aspon jednym sposobom napisat’ v tvare
sucinu transpozicii.
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1.18 Okruhy

Definicia 66 Okruhom rozumieme usporiadani trojicu (A4, +,-), kde

1. (A,+) je komutativna grupa
2. - je asociativna bindrna operacia

3. - je distributivna operacia vzhl'adom na +

Ak - je komutativna, tak hovorime o komutativnom okruhu.
Ak - m& neutralny prvok, tak hovorime o okruhu s jednotkou.

Definicia 67 Okruh (B, ®,®) je podokruh okruhu (A, +, ), ak plati:

1. BCA
2. Va,be B:a®b=a+0b
3. Va,beB:a®b=a-b

Definicia 68 Charakteristikou okruhu A nazyvame najmensSie prirodzené
¢islo k > 0 také, ze k xa=0preVa € A,kde k xa=a+a+..+a
—_————

k-krat

Definicia 69 Neprazdna podmnozina I okruhu A sa nazyva lavym (pravym) idedlom
okruhu A, ak plati:

l.Va,bel:(a—b)el

2.Vael,reA:r-ae€lresp. a-rel

Definicia 70 Hovorime, ze okruh A je izomorfny s okruhom A’, ak existuje
bijekcia ¢ : A — A’ takd, ze zachovava scitovanie a nasobenie.

Definicia 71 Homomorfizmus okruhu (A, +, -) do okruhu (B, @, ®) je kazdé
zobrazenie f : A — B, o ktorom plati:

1. YVa,be A: f(a+0b) = f(a) ® f(b)
2. Va,be A: f(a-b) = f(a) ® f(b)
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Veta 37 Ak f,g: A — B st homomorfizmy, tak aj f+ ¢ je homomorfizmus.
Veta 38 Ak f,g: A — B st homomorfizmy, tak aj f - ¢g je homomorfizmus.

Veta 39 Ak I je idedl okruhu A, tak mnozina #|; vSetkych tried aktivnej
grupy A podl'a podgrupy I s operaciami Va,b € A:

(a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+1

(a+1D)(b+1)=ab+1

tvori okruh, ktory nazyvame faktorovy okruh.

Ak A je komutativny, tak aj 4|; je komutativny.
Ak A je s jednotkou, tak aj “|; je s jednotkou.

Definicia 72 Hovorime, ze ideal I okruhu A je prvoidealom, ak pre Va,b €
A:a-bel=aclVbel

Definicia 73 Hovorime, ze idedl I okruhu A je maximalny, ak I # A a
zaroven Videaly J: IC JCA=I=JVA=J.

Veta 40 Faktorovy okruh “|; komutativneho okruhu s jednotkou je obor
integrity < ked’ I je prvoideal.

Veta 41 Faktorovy okruh #|; komutativneho okruhu s jednotkou je pole <
ked’ I je maximalny ideal.

Definicia 74 Okruh A nazyvame oborom integrity ak m& aspon 2 prvky a
pre Va,b € A,a # 0,b# 0 plati a - b # 0.

Definicia 75 Hovorime, ze okruh A je teleso, ak ma aspon 2 prvky a Va €
Aja#0:3dd € A:a-d=d-a=1

Definicia 76 Komutativne teleso nazyvame pole.

Veta 42 Nech A je obor integrity. Potom v A platia tzv. obmedzené
pravidla o krateni, Va,b,c € A,a # 0 :

l.ab=ac=b=c¢
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2. ba=ca=b=c
Definicia 77 Zlomkom nad oborom integrity D nazyvame usporiadani dvo-

jicu (a,b), kde a,b € D, b # 0.

Dva zlomky nazyvame ekvivalentnymi ((a,b) = (d/,0')) < ab’ = d'b.

Stcet zlomkov definujeme (a, b) + (¢, d) = (ad + be, bd).
Suicin zlomkov definujeme (a, b)(c, d) = (ac, bd).

Definicia 78 Podielové pole Q(D) oboru integrity D je mnozina vsetkych
tried ekvivalencie [(a,b)] zlomkov nad D. Suéet a siéin tried si definované

nasledovne:
[(a,b)] + [(c, d)]
[(a, b)][(c, d)]

[(a,6) + (¢, d)]
[(a, b)(c, )]

1.19 Okruhy hlavnych idealov

Definicia 79 Hovorime, ze x € A generuje ideal I komutativneho okruhu A
s jednotkou, ak I = A = {za | a € A}.

Idedl I generovany nejakym z € A nazyvame hlavny.

Definicia 80 Komutativny okruh A s jednotkou nazyvame okruh hlavnych idedlov,
ak kazdy idedl v A je hlavny.

Definicia 81 Nech A je komutativny okruh. Hovorime, ze a deli b, alb, ak
de:b=ca,a,b,ce A.

Definicia 82 Nech A je komutativny okruh s jednotkou. Hovorime, ze d € A
je najvacsim spoloénym delitelom prvkov a,b € A, ak plati:

1. dla Adlb

2. cla A c|b, tak c|d

Veta 43 Kazdé dva prvky z okruhu hlavnych idealov maji najvacsieho spoloéného
delitel’a.
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Definicia 83 Prvok p z okruhu hlavnych idedlov A nazyvame ireducibilnym
prvkom, ak p ma iba nevlastnych delitel'ov, tj. delia ho iba delitele jednotky
a prvky s nim asociované.

Asociované prvky si Va,b : a|b A bla.

Veta 44 Kazdy prvok a € A, A je okruh hlavnych idedlov, a nie je delitel’ 1,
sa da napisat’ jedinym sposobom v tvare:

a4 = apgpP1pP2---Pn

kde p; su ireducibilné prvky z A (az na poradie a asociovanost’) a ag je
delitel’ 1.

Veta 45 (Vlastnosti delitel'nosti)

1. tranzitivnost’: a|b A b|c = alc

2. vsetky prvky delia 0:

(a) 0|0 pretoze 0 =0-0
(b) a|0 pretoze 0 =a -0

Definicia 84 Nech A je podokruh B. Prvok n € B je algebraicky nad A,
ak existuju ag, a, ..., a, € A tak, ze

ap 4+ an + asn® + ... +a,n" =0

pricom aspon jedno a; # 0.

V opacnom pripade n volame transcendentny.

1.20 Okruhy polynémov

Definicia 85 Nech B je komutativny okruh s jednotkou, nech A je podokruh

B, pricom 1 € A. Nech d’alej x € B. Hovorime, ze okruh A[x] je okruh polynémov v neurcitej

nad okruhom A, ak pre I'ubovolné f(z),g(xz) € Alz] plati f(z) = g(z) &
postupnosti ich koeficientov sa rovnaju.

Veta 46 Ku kazdému komutativnemu okruhu A s jednotkou existuje okruh
polynémov A[z], ktory je uréeny jednoznacne az na izomorfizmus.
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Definicia 86 Nech f(z),g(z) € Flz], F je pole. Hovorime, ze f(z) deli g(x),
ak existuje h(z) € Flz] : g(z) = f(x) - h(x), kde {a,} - {bn} = cn,cn =
D i jn @ibj-

Ak f(x)|g(z) a g(x)|f(x) hovorime o asociovanych polynémoch.

Veta 47 (O deleni so zvyskom) Nech f(z),g(z) € Flz],g(x) # 0. Po-
tom Jq(x),r(z) € Flx] : f(z) = g(z) - q(x) + r(x),st r(x) < st g(x) a
q(z),r(z) si jednoznacéne urcené.

Definicia 87 Nech fi(z),..., fi(z) € F[z]. Potom d(z) € F[z] nazveme

.....

L. d(z)|fi(z)Vi
2. h(z)|fi(z)Vi = h(z)|d(z) (h(z) € Flz])
Veta 48 V okruhu polynémov F'[z] maji kazdé dva polynémy najvacsi spoloény

delitel’, ktory je urceny jednoznacne az na multiplikativnu konstantu a da sa
vypocitat’ pomocou Euklidovho algoritmu.

Definicia 88 Polynémy fi(z), ..., fe(x) € F[z] nazveme nesidelitelnymi ak
NSD(fi(z), ..., fe(x)) = 1.

Veta 49 f(z),g(z),h(x) € F[z]
o f(@)lg(x) - h(x) NNSD(f(x),9(x)) = 1= f(x)[h(z)
o f(x)h(z) A g(x)[h(x) NNSD(f(x),g(x)) =1 = f(x)g(x)|h(x)

Definicia 89 Nech f(x),g(x) € Flz]. Potom g¢(z) je trividlny delitel f(z),
ak st g(x) =0 alebo f(z) ~ g(x).

Definicia 90 Nech f(z) € Flz], st f(z) > 1. Potom f(z) nazyvame ireducibilnym v F[z],
ak f(z) ma v F[z] iba trividlne delitele.

V opacnom pripade hovorime o reducibilnom polynéme.

Veta 50 (Rozklad na sicin ireducibilnych polynémov) Nech polyném
f(x) =ap+ ...+ anx”, f(x) € Flz],a, # 0,n > 1. Potom 3p;(z), ..., pm(z) €
F[z], pi(z) je ireducibilny, také, ze plati

f(@) = anpr(2)...pm(2)

pricom rozklad je urceny jednoznacne az na poradie.
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Definicia 91 Nech F je podpole pol'a F’'. Nech f(x) € F[z]. Potom prvok
¢ € F' nazveme koreriom polynému f(z) v poli F’, ak plati

fle)=ap+arc+...+a,c" =0

Veta 51 Nech F je nadpole F’, nech f(z) € F[z]. Potom ¢ € F' je koren
f(@) & (= o)f(x) v F[x].

Definicia 92 Nech F' je podpole F’. Potom ¢ € F’ volame k-nasobnym korenom
f(x) € Flz], ak (x — ¢)*|f(x) a (x — ¢)*! nedeli f(z) v F'[z].

Definicia 93 Pole F' sa nazyva algebraicky uzavreté, ak kazdy polyném
f(z) € Flz],st f(z) > 1 ma v poli F aspon jeden koren.

Veta 52 (Steinitzova veta) Ku kazdému pol'u F existuje algebraicky uza-
vreté nadpole F”.

Veta 53 (Gaussova veta / Zakladna veta algebry) Pole komplexnych
c¢isiel C je algebraicky uzavreté.

Veta 54 Nech f(z) € Flz], st f(z) € {2,3}. Potom f(z) je ireducibilny nad
F & f(x) nema korene v F.

Veta 55 Nech F' je pole. Potom F[z] je okruh hlavnych idedlov.

Definicia 94 Nech F je pole, nech f(z) = ag + ... + a,2™ € F|x]. Polyném
Df(z) = ay+2asx+...+na,z" ' € Flz] nazyvame formélnou derivéciou polynému f(z).

Veta 56 Nech f(z),g(z) € Fz]. Potom
L D(f(x) +9(x)) = Df(x) + Dy(x)
2. D(f(x) - g(x)) = (Df(x)) - g(x) + f(x) - (Dy(x))

Veta 57 Nech f(z) € Flz],st f(x) > 1. Potom f(x) mé v nejakom nadpoli
F aspon jeden viacndsobny koren < st NSD(f(z), Df(x)) > 1.

Veta 58 Nech f(z) = ag+ ... + ay2™,n > 1, f(z) € F[z]. Dalej nech ¢ € F.
Potom existujui jednoznacne urcené prvky by, by, ..., b, € F' také, ze

f(x)=bg+bi(x—c)+ ...+ by(x — )"
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1.21 Rozsirenia poli

Definicia 95 Pole L nazyvame jednoduchym algebraickym rozsirenim pol'a
F,F C L, ak existuje prvok u € L algebraicky nad F' taky, ze pole L = F(u)
je generované mnozinou F U {u}.

Ak u je transcendentny nad F', hovorime o jednoduchom transcendentnom rozsireni.

Veta 59 Jednoduché transcendenté rozsirenie F'(u) pola F' je izomorfné s
podielovym polom Q(F[z]) okruhu F[z]| (polynémov 1 neurcitej nad F).

Definicia 96 Minimédlnym polynémom prvku u algebraického nad F' nazy-
vame normovany polyném p € Flx], ktory je generdtorom idedlu {f €
Flz] | flu) = ¢} (Vf € F[z] teda plati f(u) = c < p|f).

Veta 60 Ak p je minimélny polyném prvku u algebraického nad polom F,
tak p je ireducibilny nad F'.

Jednoduché algebraické rozsirenie F'(u) sa potom rovnd okruhu Flu] = {f(u) |t €
Flz]} (TODO: check this), ktory je izomorfny s faktorovym okruhom.

Definicia 97 Stuptniom algebraického prvku v nad polom F' nazyvame stu-
peit n jeho minimdalneho polynému nad F. Stupen n nad F' oznacujeme
n=[u:Fl.

Definicia 98 Hovorime, ze pole F” je koneénym (nekoneénym) rozsirenim
pola F, ak F’ je kone¢norozmernym (nekone¢norozmernym) vektorovym
priestorom nad F'.

Stupen rozsirenia je [F' : F| := dim F' nad F.

Veta 61 Nech F” je konecné rozsirenie F', F” je koneéné rozsirenie F’. Po-
tom F” je konetné rozsirenie F' a plati:

[F":F]=[F":F'|-[F:F]
Definicia 99 Pole F’ nazyvame k-nasobnym algebraickym rozsirenim pol'a

F, ak existuju prvky uq, us, ..., ux, € F’ a postupnost’ jednotlivych algebraick-
ych rozsireni

F1 = F(ul),FQ = Fl(UQ), ,Fk = Fk—l(“k) — F/

Veta 62 Ak u je algebraicky nad F, tak rozsirenie F'(u) je koneéné nad F'
a plati [F(u) : F] = [u: F].

Opacne, ak F’ je konetné rozsirenie nad F, tak kazdy prvok u € F’' je
algebraicky nad F' a plati [u: F| < [F: F].
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1.22 Konecné polia
Veta 63 Nech [F': F] =n a |F| = q. Potom |F'| = ¢".

Veta 64 Ak F' je konec¢né pole charakteristiky p, tak existuje m € N také,
ze |F| = p™ (pritom plati, Ze charakteristika I'ubovolného pola je prvoéislo
alebo 0).

Veta 65 Kazdy prvok z pola F, pricom |F| = ¢, je korefiom polynému
P —x € Flz].

Definicia 100 Pole F’ O F nazyvame rozkladovym polom polynému f(x) €
F[z], ak je najmensim polom, nad ktorym sa da polyném f(x) napisat’ v
tvare sucinu linearnych ¢initel'ov.

Veta 66 Ak p je ireducibilny polyném nad pol'om F', tak existuje jednoduché
algebraické rozsirenie F'(u) generované korefiom polynému p (napr. Fz]/p(x)).

Veta 67 Pre kazdy polyném f nad polom F,st f > 0, existuje rozkladové
pole f nad F.

Veta 68 Ak L, L’ st rozkladové polia polynému f nad F, tak L je izomorfné
s L.

Veta 69 Pre kazdé cislo tvaru ¢ = p”, kde p je prvocislo, n € N,n > 0,
existuje (okrem izomorfizmu) prave jedno g-prvkové pole. Je to rozkladové
pole polynému z? — x nad Z,,.

Veta 70 Kazdé dve konéné polia s rovnakym poctom prvkov si izomorfné.
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Matematicka analyza

26



Kapitola 3

Diskrétna matematika

3.1 Vyroky a dokazy
Definicia 101 Vyrok je:

e tvrdenie, o ktorého pravdivosti alebo nepravdivosti ma zmysel uvazovat’
e pravdivy alebo nepravdivy

e oznamovacia veta

Definicia 102 Vyrokové forma alebo formula je vyrok, ktory obsahuje pre-
menné. Ak obsahuje kvantifikatory V, 3 tak je to kvantifikovana formula.

Definicia 103 Matematicky dokaz tvrdenia 7" je kone¢na postupnost’ a, as, ..., Gy,
kde a; je vyrok alebo formula a implikacie a; — as, as — as, ..., 4,1 — a, =
T' su tautoldgie.

Definicia 104 Zékladné typy dokazov:

1. Priamy

[\]

. Nepriamy

w

. Obmenou (a — b = —-b — —a)

4. Matematickou indukciou

27



KAPITOLA 3. DISKRETNA MATEMATIKA 28

3.2 Relacie

Definicia 105 Relacia ¢ je relaciou ekvivalencie na A, ak spffla nasledujuce
vlastnosti:

1. reflexivnost’: Va € A: (a,a) € ¢
2. symetrickost’: Va,b € A: (a,b) € p & (b,a) € ¢

3. tranzitivnost’: Va,b,c € A: (a,b) € p A (b,c) € p = (a,¢) € ¢
Prislusnost’ (a,b) € ¢ znacime a ~ b.
Definicia 106 Majme nasledujice vlastnosti relacie ¢:

1. asymetrickost’: (a,b) € p = (b,a) & ¢

2. trichotomickost’: a # b = (a,b) € ¢ V (b,a) € ¢

3. zobrazenie: ¢ C A X B je zobrazenie ak (Va € A)(3b € B) : (a,b) € ¢

Relacia sa nazyva Ciastocné usporiadanie, ak je tranzitivna a asymetricka.
Reldcia sa nazyva (linedrne) usporiadanie, ak je tranzitivna, asymetrickd a
trichotomicka.

3.3 MnozZiny a mohutnosti

Definicia 107 Systém S C P(A) sa nazyva rozklad mnoziny A, ak S je
systém po dvoch disjunktnych neprazdnych mnozin s vlastnost’ou | J,,.¢ M =

A.

Definicia 108 Majme reldciu ekvivalencie a definujme mnozinu A(z) tak,
ze A(x) ={y € A |z ~y}. Potom S = {A(z) € P(A) | x € A} je rozklad

mnoziny A.

Definicia 109 Mnoziny A a B maji rovnaki mohutnost’ ak existuje bijek-
tivne zobrazenie f : A — B. Znatime |A| = |B).

Ak existuje injektivne zobrazenie f : A — B, potom |A| < |B].
Ak [A] < |B| A |A] £ | Bl, potom [4] < |B|.
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Definicia 110 Mnozina A je spocitatelnd < |A| = N,.
Mnozina A je konetnd < |A| < V.

Definicia 111 (Kardindlne ¢islo) Mnoziny rozdelime do tried ekvivalen-
cie podl'a poctu prvkov. Z kazdej triedy vyberieme jednu zastupujiicu mnozinu,
tzv. kardindlne cislo.

IX] = 0 = 0
| X| {0}
(X[ = 2 = {0,{0}}

|
—
|

Potom definujeme:
o stcet: |A|+ |B|=|A x {0} U B x {{0}}
e sicin: |A|-|B| =]A x B

e mocnina: |A|l#l = |Mnozina V zobrazeni f : B — A|

3.4 Cantor-Bernsteinova veta

Veta 71 (Cantor-Bernstein)

| Al < [BIA[B] < |A] = |A| = |B]
Doékaz 71.1 Dokazujeme, ze ak existuje injekcia f : A — B a zaroven in-
jekcia g : B — A, potom |A| = |B|. Vyjadrime si mnoziny A; = g(B), Ay =
g(f(A)),As = g(f(A1)). Dostdvame A O A} D Ay O ... D Ay D .... Oz

nacme D = ()2, A;. Potom A = DU (A — A;) U (A — A) U ... a tiez
A =DU(A; —Ay) U (A — A3) U ...

3.5 Cantorova veta

Veta 72 (Cantorova) Pre kazdd mnozinu X # () plati | X| < |P(X)|, kde
PX)={Y |Y C X}.

Désledok 72.1
1X| < 2 = P(X)

Dosledok 72.2 Neexistuje mnozina vSetkych mnozin.
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3.6 Princip zapojenia a vypojenia

Veta 73 (Zapojenie-vypojenie) Nech Aj, A, ..., A, si koneéné mnoziny.
Pre Vk = 1,2, ...,n polozme

1<i1<12<...<1, <N
kde sumaé¢ny symbol sa vzt’ahuje na vsetky podmnoziny {i, is, ..., i, } mnoziny
{1,2,...,n}. Potom

n

[ATU AU U A, =) (-8,

k=1
Dékaz 73.1 Uvahou alebo matematickou indukciou vzhl'adom na pocet mnozin.

Veta 74 Nech S3 je mnozina vsetkych surjektivnych zobrazenf z A do B.
Nech |A| =m, |B] =n a B = {by, by, ..., b, }. Potom

531 = 2 -0F ()t

k=0

Dokaz 74.1 Vsetkych zobrazeni je n™. Musime odpocitat’ pocet nesurjekcii
|S%4|. To st také zobrazenia f : A — [B — {1 prvok}]. Takychto zobrazeni
je (n—1)™. Takychto prvkov je (7), ¢ize celkom je to (7)(n —1)™ zobrazeni.
Podobne pre dva prvky je to (Z)(n — 2)™. Pomocou principu zapojenia a
vypojenia dostavame celkovy pocet nesurjekcii:

1= S0 (1) -

k=1
Vysledny pocet zobrazeni je teda

591 = = 1571 = 30 ()0 -

Veta 75 Nech Aj, As, ..., A, st koneéné mnoziny. Nech A(r) oznacuje pocet
prvkov, ktoré sa nachddzaji v prave r mnozindch a A'(r) oznacuje pocet
prvkov, ktoré sa nachadzaji v aspon r mnozinach. Potom

Alr) = g(—l)k—f (i) Sy r=0,1,....,n

A(r) = i(—u’“ (ff B D Se r=12..n

k=r
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3.7 Dirichletov princip

Veta 76 Nech X, Y su kone¢né mnoziny a f je zobrazenie mnoziny X do Y.
Ak | X| > |V, tak existuje také y € Y, ze aspon pre dva rozne prvky x, o €
X plati f(z1) = f(z2) = .

Veta 77 Nech f je zobrazenie mnoziny X do Y. Nech A € N*. Ak \- Y] <

| X, tak Jy € Y také, ze mnozina {z € X | f(z) = y} ma mohutnost’ vicsiu
nez .

3.8 Spernerova veta

Veta 78 (Spernerova) Nech A je koneénd mnozina o n prvkoch a Ay, As, ..., A,
st jej neprazdne koneéné podmnoziny také, ze A; ¢ A;, 1 # j, tj. nezapadaji

do seba. Potom plati
<(12)
m = n
3]

kde |A| = n, tj. m je maximalny mozny pocet takych mnozin.

3.9 Ko:nigova veta

Veta 79 (Ko:nigova o strome) Nech kazdy vrchol stromu 7" mé koneény
stupen vetvenia. Ak mam nekonecny pocet vrcholov, potom existuje v strome
aspon jedna nekonecne dlhé vetva.

3.10 Ramseyho cisla

Definicia 112 Kazdy graf, ktory ma aspon R(m,n) vrcholov bud’ obsahuje
K, ako svoj podgraf, alebo doplnok grafu obsahuje K,, ako svoj podgraf.

Veta 80 (E:rdos, Sekeres) Pre m,n > 2 plati:
R(m,n) < R(m,n—1)+ R(m —1,n)

Veta 81 Pre m,n > 2 plati:
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Veta 82 (Ramseyho) Pre l'ubovolné m,n > 2, m,n € N existuje prirodzené
¢islo R(m,n) také, ze pre kazdé ¢islo r > R(m,n) plati, ze pri 'ubovolnom
zafarbeni hran grafu K, dvoma farbami v nom existuje jednofarebny podgraf
K, ofarbeny prvou farbou alebo jednofarebny podgraf K, ofarbeny druhou
farbou.

3.11 Systémy reprezentantov

Veta 83 (Hallova) Presystém M = (51, S, ..., Sy, ) existuje m-tica navzajom
roznych reprezentantov prave vtedy, ked’ zjednotenie 'ubovol'nych k-mnozin
obsahuje aspon k prvkov.

Veta 84 (Ko:nigova) V T'ubovolnej bindrnej matici je najvacsi pocet po
dvoch nezavislych jendotlivych prvkov rovny najmensiemu poctu buniek pokry-
vajucich vsetky jednotky.
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