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Rezonan£ná výmena náboja

Reakcia:

A± + A(nl) −→ A(n′l′) + A± (1)

Reakcia je spojená s procesom prechodu valen£ného elek-
trónu cez potenciálovú bariéru v prí´aºlivom poli sused-
ných £astíc.

� vzácne plyny: He− He+, Ne− Ne+, Ar− Ar+ [5]

Metóda Monte Carlo

� numerická metóda rie²enia matematických úloh pomo-
cou modelovania náhodných veli£ín a ²tatistického odhadu
ich charakteristík

Implementácia

Sú£asné simulovanie dostato£ne ve©kej skupiny iónov �
vysoké nároky na opera£nú pamä´, pretoºe treba uchová-
va´ informáciu o polohe a rýchlosti kaºdého iónu z pred-
chádzajúceho kroku

� na základe predpokladov v²ak moºno simulova´ postup-
ne: jeden ión za druhým
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Aproximácia studeného plynu

Teoretický model rezonan£nej výmeny náboja v aproximá-
cii studeného plynu je zaloºený na nasledujúcich predpok-
ladoch:

• atómy (molekuly) neutrálneho plynu sa nepohybujú

• koncentrácia iónov v neutrálnom plyne je malá

• po zráºke iónu s neutrálnou molekulou má ión nulovú
rýchlos´ (symetrická nábojová výmena)

• nábojová výmena nastáva okamºite

• elektrické pole, koncentrácia molekúl neutrálneho plynu
a iónov je nezávislá od polohy
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Boltzmannova kinetická rovnica v aproximácii studeného
plynu vyzerá
∂f (v, t)

∂t
+ a(t)

∂f (v, t)

∂v
= −n|v|σf (v, t) + (2)

+
n

V
δ
( v

V

) +∞∫
−∞

|v′|σf (v′, t)dv′

Normalizácia:

τ = t
√

nσa, u = v/V, V =
√

a/nσ (3)

∂ϕ(u, τ )

∂τ
+

∂ϕ(u, τ )

∂u
= −|u|ϕ(u, τ ) + (4)

+ δ(u)

+∞∫
−∞

|u′|ϕ(u′, τ )du′

ϕ(u, τ ) =
f (v, t)

n+

dv

du
(5)

�asová závislos´ driftovej rýchlosti iónov je daná vz´ahom

ud(τ ) =

+∞∫
−∞

uϕ(u, τ )du (6)

ud(τ ) =

τ∫
0

uud(τ−u)e−
1
2u2

du+

∞∫
0

uϕ(u−τ, 0)eτ(1
2τ−u)du

(7)
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V prípade, ºe v £ase τ = 0 sú ióny v pokoji (majú
nulové rýchlosti), je distribu£ná funkcia ϕ(u, 0) = δ(u).
Ustálená hodnota driftovej rýchlosti a rovnováºna dis-
tribu£ná funkcia potom sú

ud(∞) =

√
2

π
vd(∞) =

√
2

π

eE〈λ〉
m

(8)

ϕ(u,∞) =

√
2

π
Θ(u)e−

1
2u2

(9)
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Obr. 1: a,b,c) �asový priebeh driftovej rýchlosti. d) �asový priebeh
entropie iónového zväzku. Po£et simulovaných iónov N = 1.0×106.
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Rovnováºna hodnota entropie

S(∞) = lim
τ→∞

S(τ ) = −
∞∫

−∞

ϕ(u,∞) ln ϕ(u,∞) du =

= ln

√
π

2
+

1

2
(10)
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Obr. 2: Distribu£ná funkcia rýchlosti iónov pri teplote T = 0 K

v nieko©kých £asových okamihoch. Po£et simulovaných iónov N =

1.0× 106
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Obr. 3: Závislos´ relatívnej chyby ε metódy Monte Carlo od po£tu
simulovaných iónov.

ε = lim
τ→∞

τ+∆τ∫
τ

|ud(t)− ud(∞)|dt

∆τ ud(∞)
(11)

ε ∼ N−1
2 ∼ t−

1
2 (12)
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Obr. 4: Závislos´ driftovej rýchlosti iónov hélia od intenzity elektric-
kého po©a pri teplote T = 0 K. λ = 3.0× 10−7 m

vd =

√
2

π

eE〈λ〉
m

(13)
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Uváºenie tepelného pohybu molekúl

f (vx)dvx =
1√
πvT

exp

(
−v2

x

v2
T

)
dvx (14)

Zavedenie bezrozmerných parametrov vychádza z pohy-
bových rovníc:

x =
1

2
at2 + v0t (15)

v = at + v0 (16)

x = Kxξ, v = Kvu, t = Ktτ (17)

Kx = 〈λ〉 (18)

Kv = vT =

√
2kTg

mg
(19)

Kt =
Kx

Kv
(20)

α =
aK2

t

Kx
=

a〈λ〉
v2

T

(21)

ξ =
1

2
ατ 2 + u0τ (22)

u = ατ + u0 (23)
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Obr. 5: �asový priebeh driftovej rýchlosti pre rôzne intenzity elek-
trického po©a pri teplote T = 300 K. Po£et simulovaných iónov
hélia N = 5.0× 105.
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Obr. 6: Závislos´ driftovej rýchlosti od intenzity elektrického po©a.
Nazna£ená smernica vdrift = 891.05 α1/2 m. s−1 a �tovaná smer-
nica vdrift = 891.05 α0.668 m. s−1. Po£et simulovaných iónov hélia
N = 5.0× 105.

V prípade slabého po©a driftová rýchlos´ iónov závisí ako

vd(0) =
A√
mkT

eE〈λ〉, (24)

kde kon²tanta A = 0.330÷ 0.341 [5].
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f (vx)dvx =
1√
πvT

exp

(
−v2

x

v2
T

)
dvx (25)

fβ(vx)dvx =



0, |vx| < βvT

1

erfc(β)

1√
πvT

exp

(
−v2

x

v2
T

)
dvx, |vx| > βvT

(26)

f3D(v)dv =
4π

(
√

πvT )3
exp

(
−v2

v2
T

)
v2dv (27)
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Obr. 7: Porovnanie distribu£ných funkcií. Zobrazené distribu£né
funkcie sú normalizované, u = v/vT . fβ(u) vykreslené pre β = 0.5.
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Obr. 8: Závislos´ driftovej rýchlosti iónov hélia od intenzity elektric-
kého po©a pri teplote T = 300 K pri rôznych hodnotách koe�cien-
tu β.

13



0.00

0.20

0.40

0.60

0.80

 0  1  2  3  4  5  6  7  8

u d
(τ

)

τ

α = 0.1

α = 0.2

α = 0.5

α = 1.0

α = 103

Obr. 9: �asový priebeh driftovej rýchlosti iónov hélia pre rôzne inten-
zity elektrického po©a pri teplote T = 300 K ak sa pouºije rozde©ova-
cia funkcia (27) � f3D(v). Po£et simulovaných iónov N = 5.0×105.
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Obr. 10: Závislos´ driftovej rýchlosti iónov hélia od intenzity elek-
trického po©a. T = 300 K, λ = 3.0× 10−7 m.
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Obr. 11: �asový vývoj entropie pre α = 1.0. T = 300 K, λ =

3.0× 10−7 m.
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Obr. 12: Distribu£ná funkcia iónov hélia (He − He+) pri teplote
T = 300 K. α = 1.0, po£et simulovaných iónov N = 5.0 × 105.
Bezrozmerná ²kála.
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Generovanie náhodných £ísel metódou
inverznej funkcie

Náhodná vo©ná dráha sa generuje metódou inverznej funkcie

f (x) =
1

λ
exp(−x/λ) (28)

F (x) =

x∫
0

1

λ
exp(−ξ/λ)dξ =

= 1− exp(−x/λ) (29)
xi = −λ log(1−Ri), Ri ∈ R(0, 1) (30)
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Generovanie náhodných £ísel von Neu-
mannovou metódou výberu

w2

0

M

w1 ba
x

P
y = fξ(x)

y

Obr. 13: Generovanie náhodných £ísel von Neumannovou metódou
výberu.
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Obr. 14: Závislos´ zráºkovej frekvencie ν od intenzity elektrické-
ho po©a (koe�cient α). Porovnanie vplyvu distribu£nej funkcie na
závislos´ ν od α.

sgn a 6= sgn v0 ∧ v0 ≤
√

2λ|a|:

t =
|v0| +

√
2|a|λ− v2

0

|a|
(31)

ostatné prípady:

t =
2λ

|v0| +
√

v2
0 + 2aλ sgn v0

(32)
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Záver

Dosiahnuté výsledky:

• odladenie algoritmu a porovnanie numerických výsled-
kov s analytickým rie²ením

• nezávisle potvrdenie uº dosiahnutých výsledkov v apro-
ximácii studeného plynu [1]

• nájdenie zákonov podobnosti pre rezonan£nú výmenu
náboja pri zapo£ítaní tepelného pohybu molekúl

• objav anomálneho správania sa driftovej rýchlosti iónov
v slabých poliach a analýza moºných prí£in

• £asový vývoj driftovej rýchlosti, entropie a distribu£nej
funkcie v silných a slabých poliach
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